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Предисловие 

Предлагаемое учебное пособие представляет собой обобщение мно- 
голетнего опыта преподавания автором математического анализа на не- 
математических факультетах и на Всероссийских курсах повышения на- 
учной квалификации учителей средних школ в Московском государст- 

венном университете имени М. В. Ломоносова. 

В процессе преподавания было выяснено, какие разделы математи- 
ческого анализа вызывают существенные затруднения как у учащихся 
средней школы, так и студентов, начинающих его изучение. Именно на 
эти разделы было обращено основное внимание. 

При написании пособия автор ставил перед собой три задачи: 1) дать 
точный смысл основных понятий математического анализа; 2) познако- 

мить читателя с методами решения основных типов задач, встречающих- 
ся в курсе математического анализа; 3) изложить материал так, чтобы он 
‘был доступен не только студенту, но и ученику старшего класса средней 
школы, желающему серьезно изучать математику. 

В пособии изложен практический материал по основным разделам 
математического анализа: дифференцированию и интегрированию. При- 
водятся основные теоретические сведения и формулы без доказательств, 

необходимые для решения задач. Формулировки определений и теорем 
даются по книге автора «Высшая математика», являющейся учебником 
для вузов. Разумеется, основная работа над теоретическим материалом 
(доказательства теорем и формул) ведется по учебнику или конспектам 
лекций, однако для решения задач достаточно понимания соответствую- 
щих теорем или формул. 

‚ В пособии имеется большое количество подробно решенных типо- 
вых примеров и задач как вычислительного характера, так и способст- 
вующих более глубокому пониманию теории. Для самостоятельной рабо- 
ты приведены примеры и задачи в виде упражнений, для решения кото- 
рых требуется непосредственное применение изложенного материала. 
Даны контрольные задачи для повторения и углубления материала соот- 
ветствующей главы с ответами и решениями. Эти задачи весьма полезны 
студентам для самостоятельной работы. При подборе примеров и задач 

были использованы различные источники, в том числе книга автора 
«Задачник по высшей математике».



К каждому параграфу сформулированы «Вопросы для самопровер- 

ки». Цель этих вопросов — помочь проконтролировать усвоение изучае- 
мого материала. 

Пособие начинается с изложения тех разделов школьной программы, 

которые особенно важны при изучении математического анализа. Мате- 
риал изложен доходчивым языком с постоянным нарастанием строгости 
изложения, что дает возможность студенту активно включиться в повто- 
рение элементарной математики и успешно перейти к изучению матема- 
тического анализа. | 

Естественно, что ограниченность учебного времени, уровень матема- 
тической подготовки поступающих на математические факультеты выну- 
дили автора уменьшить объем включаемого в пособие материала, сделать 
изложение максимально доступным и привести большое количество под- 
робно решенных примеров и задач. 

Хотя пособие предназначено для студентов вузов, автор полагает, 
что оно привлечет внимание широкого круга читателей, желающих озна- 
комиться с основными идеями и методами математического анализа. 

Автор



Глава 1. Введение в математический анализ 

$ 1. Понятия множества и подмножества 

В математике все понятия делятся на первичные и определяемые че- 
рез первичные”) или уже известные. 

Основным первичным понятием математики, ее фундаментом является 
понятие множество. Слова: совокупность, семейство, система, набор, объе- 

динение, коллекция и т. п. являются синонимами слова множество. Приме- 
рами множеств служат множество учащихся в данной аудитории; совокуп- 
ность тех из них, кто получает по математике только хорошие и отличные 
оценки; множество страниц данной книги; семейство Звезд Большой Медве- 
дицы; коллекция картин Третьяковской галереи; множество всех натуральных 
чисел; множество всех целых чисел; множество, состоящее из одного числа 
нуль, и т. д. Из приведенных примеров следует, что множество может содер- 
жать конечное или бесконечное число объектов произвольной природы. 

Объекты, из которых состоит множество, называются его элемента- 
ми или точками. Множества чаще всего обозначают большими буквами 

латинского алфавита, а их элементы — малыми буквами. Если x,, .... X, — 

некоторые элементы, то запись Х = {x ; жа} означает, что множество Х 

состоит из элементов х|,..., X,- 

Если x — элемент множества Х, то пишут: xe X (x принадлежит X). 
Если x не является элементом множества Х, то пишут: хе Х (x не при- 
надлежит Х). 

Пусть Х и Y — два множества. Если Х и У состоят из одних и тех 

же элементов, то говорят, что они совпадают, а пишут X =! . 
Например, множество студентов всех факультетов института Х и 

множество всех студентов того же института У совпадают: Х =/Y ; или, 

если Х — множество, состоящее из двух чисел 2 и 3, а Y — множество 

корней уравнения х? -5х+6=0,то ХЕХ. 
Если в Х нет элементов, не принадлежащих Y , то говорят, что Х 

содержится в ТУ или что Х — подмножество множества У. В этом 
случае пишут: Хс Y (Х содержитсяв 7). 

1) Следует особо подчеркнуть, что первичные понятия не могут быть определены. Они, как 
правило, разъясняются на примерах. 

5



Например, множество четных чисел Х — подмножество множе- 
ства У целых чисел: X CY; или множество рациональных чисел О — 

подмножество множества В всех вещественных чисел: OCR; или 

множество X ={1,2,3} есть подмножество множества У={1,2,3, 4: 

{1, 2,3} <{1, 2,3, 4}. 

Если же множество X состоит из чисел 1, 2 и 3: Х=1ь2,3}, а мно- 

жество Y — из чисел 2, Зи 4: Y= {2, 3, 4} ‚ TO не имеет места ни COOTHO- 

шение ХС 7, ни соотношение YC YX. 

Множество, не содержащее ни одного элемента, называется пустым 
и обозначается символом ©. Например, множество чисел, удовлетво- 
ряющих системе двух неравенств: х<3 и х>4 пусто, Так, множество 
{х>7их<3} =@. Из определения подмножества следует, что пустое 

множество является подмножеством любого множества, т. е., каково бы 

ни было множество Y , имеет место соотношение ФсУ. 

$Ф Пример. Дано Х = {1, 2, 3} . Выпишем, все подмножества множества Х. 

Решение. Сначала выпишем подмножества, состоящие из одного 

элемента: {1}, {2}, {3}. Затем выпишем подмножества, состоящие из двух 

элементов {1,2}, {1,3}, {2,3} , наконец, само множество {1, 2,3} и пустое 

подмножество ©. Таким образом, множество всех подмножеств данного 

множества Х содержит восемь элемнтов: {{1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, 

{1, 2, 3}, 2}. | 
Множество с установленным порядком расположения элементов на- 

зывают упорядоченным. Упорядоченное множество, в отличие от просто 
множества, записывают внутри круглых скобок. Например, из одного и 

того же множества {x, ,X2} можно получить два упорядоченных множе- 

ства: (x, :х) И (= 5х1) . 

В заключение отметим, что первичными понятиями являются точка, 
прямая и плоскость. Для всех остальных понятий даются определения. 

Вопросы для самопроверки 

Какую роль в математике играют первичные понятия? 

Назовите основное первичное понятие. 
Приведите примеры различных множеств. 

Приведите пример совпадающих множеств. 

Дайте определение подмножества. 

Почему пустое множество является подмножеством любого множества? 

Что называется упорядоченным множеством? Приведите пример. 
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$ 2. Наиболее употребительные числовые множества 

Пусть аи 6b — два числа, причем а<Ь, 

Определение 1. Множество чисел х, удовлетворяющих неравенст- 

вам а <х < b, называется отрезком (или сегментом) и обозначается [a, Б]. 

Определение 2. Множество чисел х, удовлетворяющих неравенст- 

вам а<х<Ь, или а<х<+о, или —-®<х<р, или —-®<х<+о назы- 

вается интервалом и обозначается (a,b), или (а, +9), или (—%, 5), или 

(— ©, +00) соответственно. 

Определение 3. Множество чисел x, удовлетворяющих. неравенст- 

вам а < х<Б, или а<х <Билиа< х<+о, или -©<х < Ь называ- 

ется полуинтервалом и обозначается [а,Б), или (а, 6], или [а, +°), или 

(— 0, 5] соответственно. 

Все эти множества называются промежутками. 

Промежутки [a, 6], (а, 6], [а, 5) и (а, b) называются конечными; аи 

р — их концы. Остальные промежутки называются бесконечными. | 
Интервал (a,b) отличается от отрезка [a, b] лишь тем, что ему не 

принадлежат числа а и 5. Это отличие играет существенную роль во MHO- 
гих вопросах математического анализа. Кроме того, интервал (a,b) не 
содержит ни наибольшего, ни наименьшего числа, в то время как в отрез- 
ке[а, b] такими числами являются соответственно Б ид. 

Вопросы для самопроверки 

1. Какие числовые множества называют промежутками? 

2. Из отрезка [а, 6] удален интервал (а, 5). Что осталось? 

3. Из отрезка [1, 8] удален интервал (3, 5). Что осталось? Запишите множество 
оставшихся чисел с помощью промежутков. 

$ 3. Абсолютная величина числа 

Понятия абсолютной величины числа и неравенства, связанные с аб- 

солютными величинами, широко используются в математике. 

Определение. Абсолютной величиной (или модулем) числа х называ- 

ется само число x, ecaux > 0, или число —х, если x <0. 

Абсолютная величина числа х обозначается символом |х|. Таким 

образом,



x, если x20, 

== x, если х<0. 

Например, |+5|=5; |-5|=-(-5)=5; |0|=0. 
Из определения вытекает ряд свойств абсолютной величины числа. 

1°. |x| 20. 

Действительно: 1) ecru x > 0, To |x| =x = 0; 

2) если x <0,To |х|=-х; но —х > 0, так как x<0,T.e. |x|>0. 

Из 1) и2) получаем, что |x| > 0. 

2°. |х|=|-х|. 

В самом деле: 1) если x > 0, то —х < 0, тогда |-х|=-(-х)= 

=х=|х|, так kak x > 0; | 

2) если x <0,то —х > 0, тогда |-х|=-х=|х|, так kak x < 0. 

Из 1) и2) получаем, что |х|=|-х|. 

3°, |x| <x< |x|. 

Действительно: 1) ecnu x > 0, To |x| =x u —x 0, тогда —-x <0 < 

<х=|х|, откуда —x <|x| или -|x| <x; 

2) если x <0, то |x| =-хи —x>0, тогда х<0<-х=|х|, тогда 

x<|x|. 

Из 1) u 2) получаем, что -|x| <x < |x]. 

Следующие три свойства докажем в виде теорем. 

Теорема 1.1. Пусть Е — положительное число. Тогда неравен- 

ства |х| < u—e€ <x < в равносильны. 

Доказательство. Пусть |x| <e. Тогда: 

1) еслих > 0, то |x|=x <e, откуда 0 <x < €; 

-2) если х <0,то |х|=-х <2, откуда-ё <х< 0. 

Объединяя 1) и 2), при любом x получаем —€ <x SE. 

Пусть справедливы неравенства —€ < x <e. Dro значит, что одно- 

временно выполняются неравенства x < их > `- =‘. Из последнего име- 
ем —х <. Так как, по определению, |x| есть либо x, либо-—х, |x| <e. 

Теорема 1.2. Абсолютная величина суммы двух чисел не больше 

суммы абсолютных величин этих чисел, т. е. |х+у| < |x| +|у|. 
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Доказательство. Пусть х и у — любые числа. Согласно свойст- 

ву 3°, для них справедливы пораненства 

x] <x<|x] mu yl <y<lyl, 
складывая которые почленно, получаем 

-{(х |+ yl) < x+y < (х1+|[у). 
По теореме 1.1. это двойное неравенство равносильно неравенству 

[ху < |x| +]y]. 
Заметим, что |х-у|<|х|+|у|. Действительно, |х-у|=|х+(-у)| < 

<|х|+|-у| <|х|+|у| (проверьте это самостоятельно). 

Теорема 1.3. Абсолютная величина разности двух чисел не мень- 

ше разности абсолютных величин этих чисел, т. е. |х-у|>|х|-|у|. 

Доказательство. Для любых чисел x и у имеем 
х=у+(х- у). 

По теореме 1.2 справедливо неравенство 

|x]=|y+(x-y)] <[y| + [х-У|, 
откуда получаем |x—y| > |x| - |У|. 

Заметим, что |х+у|>2|х|-|у|. Действительно, |х+у|=|х-(-у)|> 

>|х|-|-у| = |х|-|у| (проверьте это самостоятельно). 

И в заключение отметим, что, каковы бы ни были два числа x и у, 

имеют место соотношения 

|x| 
—|=—,ecmn y#0, 

ly| 
которые легко проверить, рассмотрев случаи, когда x и у — числа одного 
знака (оба положительны или оба отрицательны) и когда они имеют раз- 

ные знаки. Например, проверим | xy|=|x || y| в случае, когда x >0, у<0. 

Имеем |х|=х, |у|=-у и xy <0; следовательно, 

|xy|=-Gy) =x(-y) =| +l yI. 

[x-yl=|x]-1y| 

Ф Пример 1. Найти решения следующих уравнений: 

1) [х|=х+2;2) [х|=х-2;3) х+2|х|=3;4) х’+3]х|-4=0. 

Решение. 1) Прих > 0 имеем х=х+2, откуда 0=2 — неверное 

равенство. Следовательно, решений нет. При x <0 получаем —х=х+2, 

откуда x =-1. Это есть решение уравнения. 

2) Прих > 0 имеем х=х.-2, откуда 0=-2 — неверное равенство. 

Следовательно, решений нет. При х<0 получаем —х=х-2, откуда 
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х =1>0, что противоречит сделанному предположению х<0. Таким 

образом, уравнение не имеет решений. 

3) Прих > 0 имеем х+2х=3, откуда x,;=1. При х<0 получаем 

х-2х=3, откуда х›=-3. Следовательно, x;=1 и х›=-3 — решения 

уравнения. 

4) Воспользуемся тем, что |x|? =x.” Тогда |x|? +3|x|-4= 0. 3a- 

меняя |x| нау, получим у2+3у-4=0, откуда у, =1, у›=-4. Так как 

у=|х|> 0, то y;=-4 не подходит. Остается у =|х|=1, а это равно- 

сильно x =—1 и x=1. Можно решить уравнение и стандартным спосо- 

60M, рассмотрев случаих > Ou х< 0. (Сделайте это самостоятельно.) 

Ф Пример 2. Доказать, что ||х|-|у|| < |х-у|. 

Решение. Так kak, по определению ||x|—| y|| есть либо |х|-|у|, 

либо —(х|-|у|)=|у|-|х|, то для доказательства данного неравенства 

надо показать, что: 1) |[х|-|у| < |x-—y| и2) [у|-|х| < |х-у|. Но 

неравенство 1) доказано в теореме 1.3, а неравенство 2) также следует из 

этой теоремы и свойства 2°: 

|x-yl=|-(e-y)l=|y—x] > |||. 

® Упражнения. Решите уравнения и неравенства: 

1. |х| =-х. (Отв. x < 0.) 2. |х|>х. (Отв. x < 0.) 

3. |х-2|<3. (Отв.-1<х<5.) 4.|х-1 >22. (Отв. х > Зих<- 1.) 

5. |х|=х+1. (Отв. x =—1/2.) 6. [х|<х+1. (Отв. х>-12.) 

7. |\——|>—~. (Отв. -1<х<0.) 
x+1{ х+1 

8. х—1 =x! . (Отв. х<-1 илих > 1.) 
х+1|1 х+1 

9. |x? -Sx+6|=-(x* -5x+6). (Отв. 2<x <3.) 

10. |x° -5x+6|>x?-5x+6. (Отв. 2<x <3.) 

) Действительно, положив x= y в соотношении |ху|=|х|!у|, получим [= х? [= л?, 

так kak x? 2 0. 
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Вопросы для самопроверки 

1. Что называется абсолютной величиной числа? 

2. Что больше: |2-3| или |2|+|-3|? 

3. Верно ли, что [х’|#|х| ‚если х<0? 

4. Докажите, что |х*|=|х|’; vx? =|х|. 

5. Запишите без знака модуля выражения: |х-у|, если х<у; |х-у|, если 

х>у; |-х| ‚если х<0. 

| x| 
6. Какие значения может принимать выражение — 7 ~ 

х 

$ 4. Метод математической индукции 

Метод математической индукции относится к самым важным мето- 
дам математических доказательств. Он применяется для доказательства 
утверждений, зависящих от натурального числа и. Сформулируем его в 
общем виде: чтобы доказать некоторое утверждение, зависящее от нату- 

рального числа п (например, какую-нибудь формулу), надо: 1) проверить 

его справедливость при n=1" ; 2) предполагая справедливость утвер- 

ждения для некоторого п (n>1), доказать его справедливость для n+1. 

Затем делается вывод о справедливости данного утверждения для любого 
натурального числа п. 

Ф Пример 1. Доказать методом математической индукции, что 

_ n(n+1)(2n +1) 
6 12 +22 +32+...+и? 

Решение. 1) Проверяем верность данной формулы при n=1. Ле- 

11+1(2-1+1) 
в =]. Значит, формула вер- вая часть равна 1. Правая часть 

на при n=1. 
2) Предполагая, что данная формула верна для некоторого п (n>1), 

докажем, что при n+1 имеет место такая же формула: 

(n+1)[(n4+1)41] [2(n4+1) +1] 
с 12+22+32+...+и? +(п+1)? = 

') Если при n = 1 утверждение не имеет смысла, то проверку справедливости утверждения пр роверку спр 
надо делать для наименьшего значения п, при котором утверждение имеет смысл. 
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‚ Действительно, 

n(n+1)(2n+1) 

6 

_ (n+1)[n(2n +1) + 6(n+1)] _(n +1)(2n* +7n+6) _ 
6 6 

_ (nt1)(n+2)(2n+3) _ (n+1)[(n +1) 4+1][ 2(n4+1) 41] 
6 6 

что и требовалось доказать. Следовательно, на основании метода MaTeMa- 
тической индукции делаем вывод, что данная формула верна для любого 
натурального числа п. 

Метод математической индукции удобен для нахождения сумм ко- 
нечного числа слагаемых. 

12 +22 +32 +...+п? +(п+1)? = + (п+1)? = 

$Ф Пример 2. Найти сумму 
1+3+5+...4+(2n-1). 

Решение. Обозначим эту сумму через 5, , т. е. 

S, =14+3+5+...(2n-1). 

Чтобы получить для 5, выражение, He требующее алгебраического сло- 

жения и слагаемых, вычислим несколько первых значений этой суммы: 

S,=1; S.=14+3=4; 5.=1+3+5=9; 

S,=1+3+5+7=16. 

Видим, что это последовательные квадраты натуральных чисел. Ec- 

тественно предположить, что 5,„= "?. Чтобы доказать справедливость 

этого равенства, воспользуемся методом математической индукции. Име- 

ем: 1) S,=1? =1. Значит, формула верна при n=1; 2) предполагая, что 

она верна для некоторого я, докажем, что при п+1 имеет место формула 

S i= (n+ 1)* . Действительно, 

S y= S,+[2(n+1)-1] =n? +(2nt1=(n+1), 
что и требовалось’ доказать. Следовательно, на основании метода матема- 

тической индукции делаем вывод, что формула 5 „= п? верна для любого 

натурального числа п и | 

1+3+5+...+(21-9=и?. 

® Упражнения. 

1 1 | 
1. Найдите сумму —+—+...+ . 

1.2 2.3 n:(n+1) 
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1 1 1 n 
(Ome. —+— +...+ = 

1.2 2.3 п.(п+1) п+1 

| 1 1 1 
ое слагаемое на разность по Mo ле = —— 

. P форму п (п+1) п nti 

. Указание. Замените каж- 

или приме- 

ните индукцию..) 

_ 2. Методом математической индукции докажите, что 2” > п? для 
п>4. 

Вопросы для самопроверки 

1. В чем состоит методом математической индукции? 

2. Методом математической индукции докажите, что для любого натурального 
числа п справедлива формула 

n(n +1) 
re 1+2+3+...+п 

$ 5. Факториал 

Для вычисления суммы первых п натуральных чисел имеется удоб- 
ная формула 

па. 

Для произведения первых п натуральных чисел такой формулы нет, 
но зато это часто встречающаяся в комбинаторике и в других разделах 
математики величина имеет специальное.обозначение: п! (эн факториал). 

Итак, по определению, 

1-2°3.....n=n! 

Выбор для обозначения восклицательного знака, возможно, связан с TEM, что 
даже для сравнительно небольших значений п число п! очень велико: чтобы 
продемонстрировать, как быстро растет n! с ростом и, выпишем эти числа для 
пот 1 до 10: 1=17), 2!=1-2=2, 31=1.2.3=6, 4!=3!-4=24, 5!=4!-5=120, 

6!= 720, 7!= 5040, 8!= 40320, 9!=362 880, 10!= 3628800. 

Из определения nf следует, что факториалы двух соседних нату- 
ральных чисел пи n+1 связаны формулой 

(п+1)!= п!*(п+1). (1) 

1 По определению полагают 1! = 1. 
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Заметим, что если в это равенство подставить и=0, то получим 
1! = 0!.1, поэтому полагают 

O!=1; 

это соглашение часто оказывается удобным в различных общих формулах. 

Ф Пример 1. Доказать формулу (п+1)!-и!= и! п. 

Решение. Воспользуемся методом математической индукции. 

Имеем: 1) при п=1 (1+1)!—1!=1!-1, откуда 1=1, значит, формула вер- 

на; 2) предполагая ее верность для некоторого и, докажем, что при n+1 
имеет место формула (7 +2)!—(n+1)!=(n4+1)!(n +1). Действительно, по 

формуле (1) получаем 

(и+2)!-(п+1)!= и!(п+1) (и+2)-п!(п+10 = 

=п!(п+1)[(п+2)-1]= !(п+1) (п+1) = (п+1)! (+1), 

что и требовалось доказать. Следовательно, на основании метода матема- 
тической индукции заключаем, что формула верна для любого натураль- 
ного числа и. 

Ф Пример 2. Найти сумму 1:1!+2-2!4+3-3!+...+n-n! 

Решение. Заменим каждое слагаемое разностью по формуле 

(n+1)!—n!=n!-n (см. пример 1), получаем 

(1+1)!-11+(2+1)!-21+(3+1)!-3!+...+(и+1!-я!= 

= 2!—1!4+3!—2!4+ 4!-3!4+...4+(n4)D!—nl=(n4+)!-1, 

так как все слагаемые в левой части равенства, за исключением второго и 

предпоследнего, взаимно уничтожаются. Следовательно, 

1.11+2.21+ +3.3!+...+п.и!=(п+1)!-1. 

| 0 1 2 —1 1 
® Упражнение. Найти сумму ПиН. +7 —. (Отв. 1-—. 

1 2! 3! п! п! 
Укгзание. Замените каждое слагаемое разностью по формуле 

п] ] | 

Вопросы для самопроверки 

1. Что означает запись п! ? 

2. Найдите число п! для п=11; 12. 

3. Может ли п! кончаться ровно пятью нулями? 
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$ 6. Соединения и формула бинома Ньютона 

1. Соединения. Пусть X — множество, состоящее из п элементов: 

Х={хьх.,...х,}. 

Элементами множества Х могут быть различные объекты, объеди- 
ненные каким-нибудь общим признаком или свойством. Например, Х — 
множество студентов данного института, или множество четных чисел от 
1 до 100, или множество букв латинского алфавита и т. д. 

Из элементов множества Х будем образовывать различные под- 

множества, содержащие каждое т элементов (1 < т < п), которые назы- 

ваются соединениями. В общем случае поставленную задачу можно 

сформулировать так: «Сколько существует подмножеств из и элементов 
множества Х по т?» 

В зависимости от того, входит ли в соединение (в подмножество) все 

элементы множества Х или часть их, играет ли роль порядок располо- 
жения элементов или не играет, различают три вида соединений: разме- 
щения, перестановки и сочетания. 

Размещения. Определение 1. Размещениями из п элементов по 

т называются соединения, содержащие каждое т элементов из данных 

п элементов множества Х, которые отличаются друг от друга либо 

самими элементами, либо их порядком. 

Например, из множества трех элементов {/, В, С} можно образовать 

шесть размещений из трех элементов по два элемента: 

(A; В), (A; С), (В; A), (С; A), (В; С), (С; В). 

Из множества четырех элементов { A, B,C, D} можно образовать 

двенадцать размещений из четырех элементов по два элемента (сделайте 
это самостоятельно). 

Число размещений из п элементов по т обозначают символом А”. 

Мы нашли, что А: =6, Aj =12.Ecm m=1, то, очевидно, что 

A=n n 9 

так как из и различных элементов можно составить и различных разме- 
щений по одному элементу в каждом. 

Поставим теперь общую задачу: сколько можно образовать разме- 
щений из и элементов по два элемента. Пусть на первом месте такого 

размещения стоит элемент х|, тогда на втором месте может стоять лю- 

бой из элементов хо, х., ..., х„. При этом получим (n—1) размещений. 
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Пусть теперь на первом месте стоит элемент хо, тогда на втором месте 

может стоять любой из элементов x,, хз, ..., X, и будет еще (n—1) 

размещений. Перебрав все элементы х|, хо, ..., х„ Получим и групп, в 

каждой из которых содержится (n—1) размещений. Таким образом, всего 

размещений из п элементов по два будет n(n—1). 

Составим теперь размещения из и элементов по три элемента. В этом 
случае к каждому размещению из и элементов по два элемента следует 
добавить по очереди один элемент из (п-2) оставшихся. Тогда получит- 

ся п(п-1) грушь в каждой из которых будет по (m—2) размещений. 

Следовательно, всего размещений из п элементов по три элемента будет 
п(п-1)(п-2). 

Итак, мы нашли, что 

Al=ny A*=n(n—-1); АзЕи(п-П(и-2). (1) 

Перепишем формулы (1) в ином виде: 

Ат; А=и[т-(2-1]; 4,=n(n-D[n2-G-))]. 

Из этих формул следует, что число размещений равно произведению по- 

следовательных убывающих натуральных чисел от п до [п —(k- 1)] ‚ где 

Е =1, 2, 3. Рассуждая аналогично предыдущему, получим формулу 

Anm=n(n—1)(n—2)...[n-(m-1)], 1<т< и, (2) 

из которой следует, что число всех различных размещений из п элементов 
по т в каждом равно произведению т последовательно убывающих на 

единицу чисел, из которых большее есть число n) ‚ 

Ф Пример 1. На первом курсе 6 учебных предметов и 4 лекции в день. 

Сколькими способами можно составить расписание одного учебного дня? 

Решение. Для решения поставленной задачи надо найти число 

размещений из шести элементов по четыре. По формуле (2) получаем: 

Ag =б.5.4.3=360. 

Итак, составить расписание можно 360 способами. 

Перестановки. Определевие 2. ПГерестановками из данных п 

элементов множества Х по п называются соединения, каждое из ко- 

торых содержит п элементов и которые отличаются друг от друга 

только порядком элементов. | | 

ire 

') При строгом выводе формулы (2) следует применить метод математической индукции. 

16



Число перестановок из и элементов обозначается символом Р,. 

Перестановки являются частным случаем размещений, когда m=n. 
По формуле (2) 

Р=А,=п(п-1(п-2)...2-1. (3) 

Если воспользоваться символом и! (и!=1-2-3-....и), то формулу (3) 

можно записать так: 

Ри, (4) 
т. е. число всевозможных перестановок из и элементов равно 7! 

Ф Пример 2. Сколькими способами можно составить список из 9 сту- 

дентов? 

Решение. Каждый список является перестановкой из 9 элементов. 
По формуле (4) получаем 

в =9!=1.2.3.4.5.6.7-8.9= 362880. 

Замечание. Формулу (2), если воспользоваться символом п!, можно 

записать так: 

gina RAW =2) n= (mV ит)... _ nt 5) 

(п-т)...2:1 (п-т)! 

Чтобы формула (5) совпадала с формулой (4) при т=и полагают, 
что O!=1. 

Сочетания. Определение 3. Сочетаниями из данных п элементов 

множества Х по т называются соединения, которые отличаются друг 

от друга по крайней мере одним элементом. 

Изменение порядка расположения элементов внутри сочетания во вни- 

мание не принимается. Например, из множества трех элементов {A, В, С} 

можно составить только такие сочетания по два элемента в каждом: { A, В}, 

{А, С}, {B,C}. Очевидно, что число сочетаний из трех элементов по три 

равно единице. 

Число сочетаний из и элементов по m обозначается С”. Мы нашли, 

что СЗ =3, С3=1. 

Рассмотрим общий случай, когда 1 < т < и. Пусть составлены все 

сочетания С,» из и элементов по т в каждом. Если в каждом из этих со- 

четаний переставим элементы всевозможными способами, то получим 

все размещения из и элементов по 7, т. е. | 

АП =С"Р,. (6) 
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Из формулы (6) получаем формулу для подсчета числа сочетаний: 

_ Ат _ n(n-1)(n-2)...[n-(m-1)] 
С” 7 nae — (7) 

или, используя формулу (5), 
! 

Е. (8) 
т!(п-т)! 

Например, 
! 

Ch= 10" =120. 
3!-7! 

Ф Пример 3. Из 20 студентов нужно выбрать 6 для работы в приемной 

комиссии. Сколькими способами это можно сделать? 

Решение. Каждая выборка является сочетанием из 20 элементов 

по 6. Порядок расположения студентов в выборке не имеет значения. По 

формуле (7) получаем: 

CS, _ 20°19°18°17-16°15 ~ 38760. 

1°-2°3°4°5°6 
Из определений размещений, перестановок и сочетаний следует, что 

выражения Ay, Р и С” имеют смысл лишь для | < т < и. Если m=0, 

то считают A? =1 и С° =1, что согласуется с формулой (8). Полагая в 

ней т=0, имеем 

п! СИ 1. 
O!n! 

Таким образом, можно считать, что формула (8) справедлива для 

Ом < я. 

В заключение докажем формулу 
итт-+1 т — pm 
С +C, =Crat (9) 

которая нам понадобится в следующем пункте. 

Действительно, 

С"Н + С” = | п! + п! — 

” " (т+П@а-т-Г та-ту 

— п! и! _ 

7 mi(m+l)(n—=m—D! m'(n—m—1)!(n—m) _ 

п! 1 1 ni(n+1) 
— + — 

т!(п-т-1!\т+1 п-т 7 т!(п-т-—1)!(т+1 (п-т) ~ 
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_ (n+1)! _ (n+1)! =c™! 

(т+1)!(п- т)! (m+1)![(n+1)—(m+1)}! ntl? 

что и требовалось доказать. 

2. Формула бинома Ньютона. Для любого натурального числа п 
справедлива формула 

(а+5)" =Coa"+Cia"'bt+...4C07a "bh" +...4+C7b", (10) 
которая называется формулой бинома Ньютона. 

Доказательство формулы (10) проведем методом математиче- 

ской индукции. 
1) Проверяем верность формулы (10) при п=1: 

(a+b) =Clat+Clb=atb, 
Woe, ae! 

2) Предполагая, что формула (10) верна для некоторого п, покажем, 
что она верна для n+1, т. е. докажем справедливость формулы 

(a+b) = Сна" "+ Сна" 6+... + Сна" "ИН... + Сплав" + СНЫ". (11) 

Действительно, используя сначала свойства степени с натуральным пока- 
зателем, далее формулу (10), и, наконец, правило перемножения много- 

членов, получим: 

(а+5)"" =(atb)" -(а+В)=(Сла"+ Ста" 'Ъ+...+ Спа" "В+ 

+ CRB") (а+Б) = Ста" + Сна” +... + Са" + 

ACT ab" +Cha"b+...+ Chat peta 4 С"Таф" + cn pnt 
Приводя подобные члены, имеем 

(a+ by" = Coa"! + (09+ С, )а"Ь+...+ (Сич Са" oh! + 

„+ (Си + Chad" + Ст", 
0 0, cle ky okt kt откуда, в силу того что C°=1=C°,,, СОС СИ, Ch4+Ch!=C n+19 

Cr t+C"=C",,, СИ=1= СИ (см. формулы (8), (9)), получаем форму- 
лу (11). Из 1) и 2) на основании метода математической индукции заклю- 

чаем, что формула (10) верна для любого натурального числа п, что и 
требовалось доказать. 

Правая часть формулы (10) называется разложением бинома. Коэф- 

фициенты С°, С\,... С", ..., С” называются биномиальными коэффи- 

циентами. 
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Отметим основные следствия из формулы Ньютона. 

1°. Число всех членов разложения на единицу больше показателя би- 

нома. 
Это видно из равенства (10). 

2°. Сумма показателей степеней при а и b в любом слагаемом раз- 
ложения равна п — показателю степени бинома. 

3°. Биномиальные коэффициенты, равноудаленные от концов раз- 

ложения, равны между собой, так как Cy; =C,”. 

4°. Общий член разложения имеет вид 

= Ска" "bh". 
Положив последовательно k = 0, 1, 2, ..., и, получаем первый, второй и 

другие члены разложения. Например, Ц. =1=С о а" 05° =С 0 а” — первый 

член, Ти=Б=Са" В =C! a" Ь — второй член, T,,=T=C2a" 25? — 

третий член ит. д. 

5°, Сумма всех биномиальных коэффициентов равна 2”. 

В самом деле, полагая в формуле (10) a= b=1, получаем 

(1+1) =С9+С1+С2+...+С7+...+ С". 
Формулу (10) обычно коротко записывают так: 

(а+5)'= crab”. 
m=0 

[Символ у. (греческая буква «сигма») обозначает знак суммирова- 

ния (сложения)]. 7 
Из формулы (10), в частности, при n=2 и п=3 получаем хорошо 

знакомые формулы: - 

(a+ by =C$a?+Chab+C2b? =a? +2ab+b?; 
(a+by = Са? + Сза?ь+ СЗа р? + СЗЬ? =a +3a7b+3ab’? +b’. 

© — Упражнения. 1. Напишите разложение по формуле бинома Ньютона 

(а+5). (Отв. a° +ба’Ь+15а“Ъ? + 20а35° +15a°b* + ба? + b°.) 

2. Найдите шестой член в разложении бинома (a? —b? 4 . ' 

(Ome. Ts =(—1)°-C},-(B’Y - (а?) 4? = 2002а 65°.) 

3. Упростите (a+b) +(a—by. (Ome. 2a(a‘ +10a*b* +5b*).) 

4. Вычислите сумму биномиальных коэффициентов членов разложе- 

ния (2+5). (Отв. 256.) 
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5. Найдите показатель степени бинома (ava +b)" , если сумма би- 

номиальных коэффициентов равна 1024. (Отв. п=10.) 

Вопросы для самопроверки 

1. Какие подмножества из элементов множества Х называются соединениями? 

Назовите виды соединений. 

3. Сформулируйте определения соединений размещения, перестановок и соче- 
тания. Чем они отличаются? 

N 

4. Что означают символы A”, P., С” ? Как они читаются? 

5. Напишите формулы числа размещений из п элементов по т, числа перестано- 
вок из п элементов, числа сочетаний из п элементов по т. 

5 43 3 6. He вычисляя, ответьте на вопрос: BO сколько раз число A, больше числа Cy? 

AS : 
7. Проверьте равенства: 1) Co = “7 52) + =СИ; 3) С%- С +С=0; 

8 

4) 12(45+ 4%) = 42; 5) 2(<©%-С%)=С%. 
8. Докажите формулу бинома Ньютона. 
9. Перечислите основные следствия из формулы бинома Ньютона. 

10. Напишите формулы общих членов разложения биномов (a+b)" и (а-в)’. 

Чем отличаются эти формулы? 

$ 7. Прогрессии 

Из всевозможных числовых последовательностей) здесь мы рас- 
смотрим лишь последовательности, называемые арифметической и гео- 
метрической прогрессиями. с | 

Арифметическая прогрессия. Определение 1. Последо- 

вательность [х„} ‚ определяемая первым элементом X, и рекуррентным 

соотношением 

д. хин =X, +d, 

где d — постоянное число, называется арифметической прогрессией. 
Число А называется разностью арифметической прогрессии. 

') Вспомним определение числовой последовательности: если каждому числу п из нату- 

рального ряда чисел 1, 2, 3, ..., м, ... поставлено в соответствие вещественное число x,,, 

то множество вещественных чисел X,, хо, хз, ..., Хи, ... Называется числовой последо- 

вательностью или просто последовательностью. 
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Рекуррентное соотношение, определяющее арифметическую про- 
грессию, словами формулируется так: всякий член арифметической про- 
грессии, начиная со второго, равен предыдущему, сложенному с посто- 
янным числом 4. 

Запишем несколько первых членов арифметической прогрессии: 
ХЕХ], XQ=EX +d, X3=X,4+¢d=x,+d+d=x,+2d ит. д. Каждый раз 

прибавляем еще одно слагаемое 4. Например, четные числа образуют 

арифметическую прогрессию с первым членом x ,=2 иразностью 4 =2: 

2; 4; 6; 8; 10; 12; 14; .... 

Докажем методом математической индукции формулу общего члена 
арифметической прогрессии 

x, =x,+d(n-—1). (1) 

1) Для п=1 имеем x, =x,+d-0,T. е. формула (1) верна. 

2) Предполагая справедливость формулы (1) для некоторого и, до- 
кажем, что она справедлива для n+1, т.е. докажем формулу 

хи =X + 4[(n4+1)-1]. 

Действительно, по определению арифметической прогрессии, 

Xnq] =X, +d. Отсюда, используя формулу (1), находим 

Xnap =Xyt+(n-Dd+d=x,+d[(n+1)-1], 

что и требовалось доказать. На основании метода математической индук- 
ции заключаем, что формула (1) справедлива для любого п. 

Выведем формулу суммы п членов арифметической прогрессии. 
Предварительно докажем основное свойство членов конечной арифмети- 

ческой прогрессии X,, х., ху, ..., Хи: суммы членов прогрессии, равно- 

отстоящих от концов, равны, т. е. 

Xm HX, =X, +X), 

если m+n=k+l. 
Действительно, используя формулу (1), получим 

Xm tX, =X ,+d(m—1)+x,+ d(n—-1)=2x,+d(m+n—-2)= 

=2x,+d(k+l—2)=x,+d(k—-1)+x,+d(-lh=x,+x,, 

что и требовалось доказать. 

Найдем теперь сумму S, . Запишем ее дважды, расставив слагаемые 

в разном порядке: 

9 =х1+х2+...+х„— +, 

КИ =х+хи +... XQ FX]. 

Складывая почленно и используя доказанное свойство и формулу (1), 
находим 
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25, = (х1+х„)+ (х2+х,-)+...+(%„+х2)+ 

+(x, +x) =n(x,+x,)=n[2x,+d (п-1]|, 

откуда получаем следующие две формулы: 

_ [2х.+4(п- 1] n 
n— и 5, = ~ 

> 2 

Ф Пример 1. Написать формулу общего члена последовательности, 
`’ если известны несколько ее первых членов: 3, 5, 7, 9, 11, 

Решение. Заданные числа образуют арифметическую прогрессию 
с первым членом х,=3 и разностью d =2. По формуле (1) имеем 

X, =3+2(п-1) =2п-+1. 

Ф Пример 2. Сумма первых и членов последовательности выражается 

формупой S, = 3и?. Доказать, что эта последовательность является 

арифметической прогрессией; найти ее первый член и разность. 

Решение. Имеем x, =S, —S,_,=3n? -3(и-1)? =3и? Зи? +6n-3= 

=3(2n—1). Так как разность x, —Xx,_, =3(2n-1)-3(2n-3)=6n-3- 

—6n+9=6 He зависит от и, то данная последовательность является 

арифметической прогрессией с разностью d =6. Первый член прогрес- 
сии x,=S,=3. 

e Упражнение. Найдите сумму шести членов арифметической про- 
грессии, если x,=7, х, =35. (Отв. 56 =102.) 

Геометрическая . прогрессия. Определение 2. ПГоследова- 

тельность {x,} ‚ определенная первым элементом X, и рекуррентным 

соотношением 

Хи+1 = Хи Ч, 

где 4 — постоянное число (gq #1), называется геометрической прогрес- 

сией. Число 4 называется знаменателем геометрической прогрессии. 

Рекуррентное соотношение, определяющее геометрическую про- 
грессию, словами формулируется так: всякий член геометрической про- 
грессии, начиная со второго, равен предыдущему, умноженному на по- 
стоянное число 4. 

Запишем несколько первых членов геометрической прогрессии: x; =x), 

х.=х, ‘а, ХЕХ. `9=х!'44=х,* 7 и т. д. Например, числа 2, 6, 18, 54, 
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162, ... образуют геометрическую прогрессию со знаменателем а=3 и 

первым членом х=2. 

Формула общего члена геометрической прогрессии 

Х,=х1 "4" (2) 
доказывается точно также, как формула общего члена арифметической 

прогрессии. (Проделайте это самостоятельно.) 
Выведем формулу суммы п членов геометрической прогрессии. Для 

этого рассмотрим сумму 
S, =х!+х.+...+ хи (3) 

и умножим обе части равенства (3) на 4. | 
Tak как х‘'а=х., х.›'а=хз,.... Хх„'а=х,и, TO 

5, "а=х9+х24+...+х,а=х.+х3+...+ хи (4) 

Вычтем почленно из равенства (4) равенство (3). Все ‘члены, кроме 

хи =х,а и X,, уничтожаются. Поэтому получаем 

5,9 —Sn = Xn] ~X pF XnI— X15 

откуда | 

epee ИЛИ Я ивы к (5) 
4—1 1-4 

Так как x, =X, д" ‚ то формулы (5) можно записать в другом виде: 

gq” —1 1-а” 5 = 214 или. 5 = x1 Ч) (6) 

4—1 1-4 

Ф Пример 3. В геометрической прогрессии 1; - 2; 4; - 8; 16; найти 11-й 

член и сумму 6 членов. 

Решение. Найдем сначала знаменатель геометрической прогрес- 
сии. Для этого воспользуемся рекуррентным соотношением. Имеем 

По формуле (2) вычислим 11-Й член: 

хи=х а"! =1(-2)° =1024, 

а по первой из формул (6) вычислим сумму шести членов: 

_ 12-1 _ 64-1 _ 
-2-1 —3 

® Упражнение. В геометрической прогрессии x,=125, x,=8, S, = 203. 

—21. 56 

Найдите знаменатель геометрической прогрессии и число ее членов. 
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(Отв. - ; 4. Указание. Выразите сумму п членов геометрической про- 

грессии через x,, xX, ид.) 

Вопросы для самопроверки 

1. Напишите определение числовой последовательности. 

2. Какая последовательность называется арифметической прогрессией? 

3. Сформулируйте словами рекуррентное соотношение x,,, =x, +d, опреде- 

ляющее арифметическую прогрессию. 
4. Выведите формулу любого члена арифметической прогрессии. 
5. Каким основным свойством обладает сумма членов, равноудаленных от кон- 

цов арифметической прогрессии? 
6. Выведите формулу суммы п членов арифметической прогрессии. 
7. Какая последовательность называется геометрической прогрессией? 

8. Сформулируйте словами рекуррентное соотношение x,,, =X, -q, опреде- 

ляющее геометрическую прогрессию. 
9. Выведите формулу любого члена геометрической прогрессии. 

10. Выведите формулу суммы п членов геометрической прогрессии. 

$8. Функция 

1. Определение функции. Определение 1. Пусть Х и Y — некото- 
рые числовые множества. Функцией f называется множество упорядо- 

ченных пар чисел (x; у) Э таких, что x EX, yEY и каждое x входит в 

одну и только одну пару этого множества, а каждое у входит по край- 

ней мере в одну пару. При этом говорят, что числу х поставлено в соот- 

ветствие число у и пишут у= f(x). Число у называется значением 

функции fe точке x. Переменную у называют зависимой переменной, а пе- 

ременную х — независимой переменной (или аргументом); множество Х — 

областью определения (или существования) функции, а множество Y — 

множеством значений функции. 

Кроме буквы / для обозначения функций используют другие буквы 
латинского и греческого алфавитов; например: у=у(х), у= g(x), 
у=ф(х), у= А(х), у=Е(х) и т. д. Другими буквами обозначают зави- 
симую и независимую переменные. Иногда зависимую переменную также 
называют функцией. 

') Напомним, что пара чисел x и у называется упорядоченной, если указано, какое из этих 
чисел считается первым, а какое — вторым. Упорядоченную пару чисел мы записываем 
в виде (x; у), где x — первое число, у — второе. 
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Область определения функции Х задается вместе с заданием самой 
функции, а множество значений функции У вычисляется по данной области 
определения функции. Например, областью определения функции y =sinx 

является множество всех вещественных чисел, а множество значений 
функции есть множество всех чисел, заключенных между — 1 и 1, т. е. 

Х = (-0,+ 0) и У=[-1,1]; областью определения функции у=\1-х2 

является множество всех чисел, заключенных между - | и 1, а множество 

значений функции есть множество всех чисел, заключенных между 0 и 1, 

т.е. X =[-—1,1] nY=[0,1]. 

Пусть на некотором множестве Х определена функция f(x), тогда 

значение этой функции, соответствующее некоторому значению аргумен- 

та хо, обозначают /(хо). Например, если (x)= x*, to Г (3) = 32 =9, 

f(-2)=(-2" =4 ит.д. 
Функция, все значения которой равны между собой, называется no- 

стоянной. Постоянная функция обозначается буквой С ( /(х)=С). 

Функция f(x) называется возрастающей (убывающей) на множест- 

ве Х, если для любой пары чисел x; и х› этого множества из неравенст- 

ва x, <х> следует, что /(х1) < (2) (101) > f(*2)). 
Например, функция /(х)=ох возрастает на множестве Х = (—00, +00); 

функция /(х)=зшх возрастает на множестве Х =[-л/2,л/?2] и убыва- 

ет на множестве Х=[л/2, 32/2]. 

На плоскости функция изображается в виде графика — множества 
точек (x; у), координаты которых связаны соотношением у = f(x), назы- 

ваемым уравнением графика. ` 
График функции может представлять собой некоторую «сплошную» 

линию (кривую или прямую) и может состоять из отдельных точек, на- 

пример, график функции y =n! 

2. Четные и нечетные функции. Определение 2. Функция f(x) 

называется четной, если область ее определения Х есть множество, 

симметричное относительно начала координат, и если при любом x из X 

имеет место равенство 

f(—x)= f(x). 
График четной функции симметричен относительно оси Оу. 

Определение 3. Функция f(x) называется нечетной, если область 

ее определения Х есть множество, симметричное относительно начала 
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координат, и если при любом х из Х имеет место равенство 

f(-x)=—f (x). 

График нечетной функции симметричен относительно начала коор- 
динат. 

Сумма и разность двух четных (нечетных) функций есть функция 

четная (нечетная). 

Действительно, пусть ф(х)= f(x) + g(x). Тогда, если f(x) и g(x) — 

четные, то 

ф(-х) = f(—x) + &(-х) = f(x) + &(х)=Ф(). 

Если xe f(x) и g(x) — нечетные функции, TO ф(х) также будет нечетной, 

ф(-х) = f(—x) + &(-х)=-Л(х)- в(х)=-И(х)+ g(x) = — 9(*). 

Аналогичное доказательство для разности функций. | 

Произведение двух четных или двух нечетных функций есть функция 

четная, а произведение четной функции на нечетную есть нечетная 

функция. 
В самом деле, пусть ф(х)= f(x): g(x) и f(x) и g(x) —, четные 

функции, тогда 

ф(-х) = /(—х)8(—х)= 1(х)8(х)=ф(х); 

если f(x) и g(x) — нечетные функции, то 

ф(-х) = 1 (-х) &(-х) =[-f I-81 = lx); 

если же f(x) — четная, a g(x) — нечетная функции, то 

ф(-х)= f(—x)a(—x) = f(x)[-9(x)]=— (x). 

Рассмотрим примеры. 

Ф Пример 1. Доказать, что функция /(х)= \1-х? — четная. 

Решение. Область определения функции: — 1 <х<1; f(-x)= 

= J 1- (-х)? = \ 1-х? = f(x). Следовательно, данная функция четная. 

Ф Пример 2. Доказать, что функция f(x)= х?—х?+х — нечетная. 

Решение. Область определения функции: —© <х<+®; f(-x)= 

=(-xy —(-xf +(-x) =-2° 2° —x =-(x° -x? +x) =-f(x). Следователь- 

но, функция нечетная. 

27 -



Ф Пример 3. Является ли функция /(х)=х“+х?, определенная на 

множестве Х =[—2,10), четной? 

Решение. Эта функция не является ни четной, ни нечетной, так как 

ее область определения не симметрична относительно начала координат. 
Хотя формально f(—x)= f(x). 

Ф Пример 4. Исследовать на четность и нечетность функцию 

1) =х?+х-1. 

Решение. Область определения функции: —© <x<+o; f(-x)= 

= (-x)’ +(-x)-1l= x?-x-1# f(x), т. е. функция не удовлетворяет pa- 

венствам f(—x)= f(x) и f(—x)=—/(x). Значит, функция не является 

ни четной, ни нечетной. —- 

® — Упражнения. Определите, какая из функций является четной, нечет- 

ной и какая не является ни четной, ни нечетной: 

1. y=cosx+xsinx. (Отв. Четная.) 2. y=x:2™*. (Отв. Ни четная, ни 

х 

нечетная.) 3. у=2* + ‚ (Отв. Четная.) 4. y= 5 —3* . (Ome. Нечет- 

ная.) 5. y= = . (Отв. Четная.) 6. y= 5 log 2(х +1). (Отв. Hu четная, ни 

нечетная.) 7. y=log, ‚ (Отв. Нечетная.) 8. у=х?-х. (Отв. Ни 
x 

четная, ни нечетная.) 9. y=x? +х?. (Отв. Ни четная, ни нечетная.) 

10. y= x? +3х —1. (Отв. Ни четная, ни нечетная.) 11. y= x4 —2x7 +3. 

(Отв. Четная.) 12. у=х? +2x . (Ome. Нечетная.) 13. y= la +V1+ г) 

2 +х+ 
(Отв. Нечетная.) 14. y=x les м =. . (Отв. Нечетная.) 

—хтх 

3. Периодические функции. Определение 4. Функция f(x) назы- 

вается периодической, если существует число T #0 такое, что для лю- 

бого значения х из области определения функции выполняется равенство 

f(x +Т)= f(x). 
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Число Т называется периодом функции. Если Г — период функции, 

то ее периодом является также и число — 7, так как 

f(x -T)= f{@-T)+TI= f(x). 

Обычно под периодом функции понимают наименьший из положи- 

тельных периодов, если такой период существует. Например, периодом 
функций зшх и cosx является число Г=2л: зш(х+2л)=зшх, 

cos(x + 2л) =cosx ‚ а функций 2х и ctgx — число ГЕЛ. 

Если Т — период функции, то ее периодом будет также и число АТ, 

где k — любое целое число (= -+1; +2; ...). Действительно, 

Л(х=2Т)= Л =Т)+Г]= f(x =Т)= f(x), 

ДС =3Т)= ИС =2Т)+Т]= f(x £2T)= f(x) ит. д. 

Например, 

5Ш(х+4л)=5щ[(х+2л)+2л] =зш(х+2л)=зшх (k=2). 

Если функции f(x) и g(x) — периодические с периодами 7, и 7, 

соответственно, то периодом их суммы, произведения, разности и частно- 

го является число Т, кратное 7; и 7,. Действительно, пусть Т=# Пи 

T=k.T,, где k, и К, — целые числа. Как было показано, число Т явля- 

ется периодом функций f(x) и g(x). Тогда для функции 

ф(х)= /(х)+ g(x) получаем 

ф(х+Т)= Л(х+Г)+ 8х +Г)= Ух П)+ g(x + ЕТ.) = 1(х)+ g(x); 

для функции ф(х)= f(x): g(x) имеем 

P(X +T)=f(x+T) ва +Т)= Дх+Е hy) ва +5 Т,)= f(x): gtx) ИТ. Д. 

Рассмотрим примеры. 

Ф Пример 5. Показать, что функция f(x)=sinwx имеет период 

T= (#0), 
w 

Решение. Имеем: 

27 
in} of + =) =sin(wx +27) =sinwx . 

Ww 

Ф Пример 6. Показать, что функция /(х)= т (5х +3) имеет период 

2л T=—. 
5 
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Решение. Имеем: 

ча] 5[ +43] = sin (5x + 2 +3) = 1[(5х+3)+2л ] = sin (5x +3). 

Ф Пример 7. Показать, что число T =12л есть период функции 

f(x) =sin® + Joos 

Решение. Период sin= есть 7; =" дл (см. пример 5). Пе- 
(1/2) 

риод сз. ‚ следовательно, и cos есть 7, = 62. Наименьшее поло- 

жительное число Т, кратное 4л и бл, есть 127. Поэтому Г=12л — 
период функции. 

® — Упражнения. Найти период функций: 

1. у=зщ4х . (Отв. л/2.) 2. y=tg(x/2). (Отв. 27.) 

3. у=зшх+с032х . (Отв. 27.) 4. у= соз? 3х . (Отв. 2/3.) 

5. y =sin3x +sin2x .(Ome. 27.) 6. y=sin(3x +1). (Отв. 27/3.) 

en 1—cos2 
7. y=|sinx|. (Отв. 7. ¥ka3aunue. |sinx|= sin? = | > .) 

8. y=sin?(x/3). (Отв. Зл .) 9. у=|с05(х/2)|. (Отв. 27.) 

10. y=cos(3x/2)+sin(x/3) . (Отв. 127.) 

Вопросы для самопроверки 

1. Сформулируйте определение функции. С помощью какого первичного поня- 
тия определяется функция? 

2. Что называется областью определения функции и множеством значений 

функции? | 
Что называется постоянной функцией? 

Какие функции называются возрастающими, убывающими? 

Что называется графиком функции? Приведите примеры. 

Какие функции называются четными и какие нечетными и в чем состоит гео- 
метрический смысл четности и нечетности функций? 

7. Какие функции называются периодическими и что называется периодом 

функции? 

A
m
 

P
w
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$ 9. Простейшие элементарные функции. 

Сложная функция 

Постоянная функция /(х)=С, C=const, степенная функция x” 
(a — любое число), показательная функция а’ (0<a#1), логарифмиче- 
ская функция 102.х (0<a#1), тригонометрические функции зшх, созх, 
tgx, ctgx и обратные тригонометрические функции arcsinx, агссозх, 
arctgx, arcctgx называются простейшими элементарными функциями. 

Очень важно хорошо знать основные свойства и графики простей- 

ших элементарных функций, так как эти функции играют важную роль в 
раскрытии многих математических понятий и составляют базу для изуче- 
ния более сложных функций. 

Дадим краткое описание простейших элементарных функций, оста- 
ваясь в рамках элементарной математики. 

Постоянная функция. Эта функция имеет одно и то же значение для 

всех значений-аргумента. График функции — прямая, параллельная оси Ox. 

Степенная функция. Свойства и график этой функции зависят от 
значений показателя a . Рассмотрим наиболее типичные случаи. 

11у=х (a=1). Область определения функции — вся числовая 

прямая. Функция не периодическая, нечетная, возрастает на всем проме- 
жутке —-©<х<+®. 

График функции — прямая линия, проходящая через начало координат и 
являющаяся биссектрисой первого и третьего координатных углов (рис. 1). 

2.y=x? (а=2). Область определения функции — вся числовая пря- 

мая, множество значений: 0 < у < + ®. Функция не является периодической, 

четная. Функция принимает наименьшее значение у=0 при x = 0, убывает 

на промежутке — © < x < 0 и возрастает на промежутке 0 <х<+®. 

x 
V 

Рис. 1 Рис. 2 
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Графиком функции является линия, называемая параболой, проходящая 

через начало координат и симметричная относительно оси Оу (рис. 2). 

3. у= x? (а=3). Область определения функции — вся числовая пря- 

мая, множество значений: — © < у < +®. Функция не периодическая, нечет- 

ная, возрастает на всем промежутке —0 <x <+0. 
График функции — линия, называемая кубической параболой, про- 

ходящая через начало координат и расположенная в первой и третьей чет- 
вертях симметрично относительно начала координат (рис. 3). 

1 | 
4. у= Ух (а =>). Область определения функции: 0 < x < +0, множе- 

ство значений: 0 < у<+® . Функция принимает наименьшее значение у=0 

при x =0. Функция не является периодической, не является ни четной, ни 

нечетной, возрастает на всем промежутке 0 <х<+®. 

График функции изображен на рис. 4. 

1 
5.у=р— (а=-1). Область определения функции: —©®<х<0 и 

х 
0<х<+, множество значений: —-©<у<0 и 0<у<+%. Функция не 

является периодической. Точек пересечения с осями нет. 

Графиком функции является линия, называемая гиперболой. Распо- 

ложена в первой и третьей четвертях и в силу нечетности функции сим- 

метрична относительно начала координат (рис. 5). 

1 
6.у=—-(а=-2). Область определения функции: —©<х<0 и 

х 
0<х<+, множество значений: 0< у<+®. Функция не является пе- 

риодической, четная. Точек пересечения с осями координат нет. 

УА 

у=х YA 

y=vx 

6 x 

O ‘x 
Рис. 3 Puc. 4 
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Рис. 5 Рис. 6 

~~ > 

x 

Графиком функции является линия, расположенная в первой и BTO- 
рой четвертях симметрично относительно оси Оу (рис. 6). 

Показательная функция у=а”. Область определения функции: 

—©<х<+®, множество значений: 0<у<+®. Функция не является 

периодической, не является ни четной, ни нечетной. Если а >1, то функ- 

ция возрастает на промежутке —M<x<+0; если 0 <а<1, то функция 

убывает на промежутке — 0 <х<+®. Точка (0; 1) — единственная точка 

пересечения с осями координат. 
Графики функций для а>1 идля 0<а<1 изображены на рис. 7. 

Логарифмическая функция у = log, x. Область определения функ- 

ции: 0 <х <+, множество значений: —© < у<-+®. Функция HE явля- 

ется периодической, не является ни четной, ни нечетной. Если а>1, то 

функция возрастает на промежутке 0<x<+0, если 0<a<1 — убыва- 

ет на том же промежутке. Точка (0; 1) — единственная точка пересечения 
с осями координат. 

Графики функций для а>1 и для 0 <а<1 изображены на рис. 8. 

у=а* 1 у=а* 7 y = log, x 

0<a<l a>] а>1 _/ 

1 

O ‘x 
Puc. 7 Puc. 8 
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Тригонометрические функции. 

1. у= их . Область определения функции: —© < x < + , множество 

значений: — 1 <у < 1. Функция принимает наименьшее значение y=—1 при 

каждом х=-л/2+2л{, где К=0О, +1, +2, .., и наибольшее значение 

y=1 при каждом x=2/2+27k где Е =0, +1, £2, .... Функция перио- 

дическая, период T = 27 , нечетная. Точки (7k; 0) ‚где K=0, £1, +2, ... — 

точки пересечения с осями координат. 
График функции у=зшх изображен Ha рис. 9. 

У 

1 

—] 

Puc. 9 

2. y=cosx. Область определения функции: —© <х<+®, множе- 

ство значений: — 1 <у < 1. Функция принимает наименьшее значение 

у=-1 при каждом х=2лЁ+л, где k=0, +1, +2, ..., и наибольшее 

значение y=1 при каждом х=2лр, где К=0, +1, +2, .... Функция 

периодическая, период Т=2л, четная. Точки (л/2+лЕ; 0), где k=0, 

+1, +2, ... — точки пересечения с осью Ox. Точка (0; 1) — точка пере- 

сечения с осью Оу. 

График функции у = созх изображен на рис. 10. 

YA 
] 

: ИИА. {i ™ _ 

Рис. 10 

Обратные тригонометрические функции. 

1. у= arcsin x . Область определения функции: — 1 <х < 1, множество 

значений: —л/2<у<л/2. Функция принимает наименьшее: значение 

у=-л/2 при х=-1 и наибольшее значение у=л/2 при x =1. Функция 

не является периодической, нечетная. Функция возрастает на промежутке 

—1 <х< 1. Точка (0; 0) — единственная точка пересечения с осями координат. 
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УД УА 
+л/2 гл 

у = arcsin x 

—1 О ‘x y = arccos x 

t- 1/2 Ч 0 ix 
Рис. 11 Рис. 12 

График функции изображен на рис. 11. 

2. y=arccosx. Область определения функции: — 1 <х < 1, множе- 

ство значений: 0 < у <л . Функция принимает наибольшее значение 

у=л при х=-1 и наименьшее значение у=0 при х=1. Функция не 

является периодической, не является ни четной, ни нечетной. Функция убы- 

вает на промежутке —1 <x < 1. Точки (0;л/2) и (1; 0) — точки пересе- 

чения с осями координат. 
График функции изображен на рис. 12. 

3. y=aretgx. Область определения функции: —©<х<+%®, мно- 

жество значений: —л/2 < у<л/2. Функция не является периодической, 

нечетная. Функция возрастает на промежутке — © <х < +. Точка (0; 0) — 

единственная точка пересечения с осями координат. 
График функции изображен на рис. 13. 

4. y=arcctg x . Область определения функции: — © <х < +, множе- 

ство значений: 0< у<л. Функция не является периодической, не является 

ни четной, ни нечетной. Функция убывает на промежутке —O<x<+o, 

Точка (0; л/2) — единственная точка пересечения с осями координат. 
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График функции изображен на рис. 14. 
Рассмотренные простейшие элементарные функции будут не- 

однократно встречаться в следующем параграфе. 

Сложная функция. Пусть на некотором множестве Х определена 

функция z= ~(x) со множеством значений Z, а на множестве 2 — функ- 

ция y= f(z), тогда функция y= f[p(x)] называется сложной функцией 

от x, а переменная 2 — промежуточной переменной сложной функции. 

Например, функция у= зтх? 

всей числовой прямой, так как y= f(z)=sinz, 2=Еф(х)=Хх°. 

Сложную функцию y= /[ф(х)] называют часто суперпозицией двух 

функций. 
Далее мы рассмотрим примеры, показывающие, как построить гра- 

фик сложной функции y= /[ф(х)], зная график функции z=p(x) и 
свойства функции y= f(z). 

— сложная функция, определенная на 

Вопросы для самопроверки 

Какие функции называются простейшими элементарными функциями? 
Что называется сложной функцией? 
Что называется промежуточной переменной сложной функции? 

> 
N
P
 

® 2 : 

Покажите, что y = Sinx” — сложная функция. 

$ 10. Построение графиков функций - 

Предложим следующую методику построения графиков функций, 
основанную на применении некоторых правил построения по уже извест- 
ным графикам функций. 

Пусть дан график функции y= f(x). Построим график функции 

у= /(х-а). График функции y= /(х-а) может быть получен сле- 

дующим образом: отправляясь от произвольной точки х, в которой орди- 

ната f(x) известна, найдем точку x,, в которой ордината /(х,-а)‘име- 

ет ту же величину, т. е. выполняется равенство 

Ло -а)= f(x). 

Для того чтобы данное равенство выполнялось, очевидно, достаточно, 
чтобы выполнялось равенство 

| х-а=х, 
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откуда находим x,=x+a О. 

Правило 1. Чтобы получить график функции y= f(x —a) из гра- 

фика y= f(x), нужно график функции y= f(x) сдвинуть вдоль оси Ox 

на а вправо, если а > 0, или на |al влево, если а<0. 

Ф Пример 1. Используя правило 1, построить графики функций: 
1 

1) у=(х-2); 2) у=10в2(х-2);3) y=——. ) Y=(e-2)?32) y= logya(x—2);3) y=— 
Графики данных функций построены соответственно Ha рис. 15, 16 17. 

® — Упражнения. Постройте графики функций: 

1. у=(х+2)?. 2. у=1ору2(х +2). 3. у=3**2, 

1 1 
4. у= 5. y= 6. у=\/х+1. 

у х-2 у x+1 у 

7. у=\х-1. 8. y=log,(x—2). 9. y=log,(x +2). 

10. у= соз(х +л/6). 11. y=tg(x—2/2). 12. y =arccos(x —2). 

13. y =arcctg(x —1/4). 

Пусть дан график функции y= f(x). Построим график функции 

yaf(x)te. 
Правило 2. Чтобы получить ординату графика Функции 

у = /(х)+с в точке x из ординаты графика y= f(x) в той же точке, 

нужно график y= f(x) сдвинуть вдоль оси Оу вверх на с, если с > 0, или 
на |с| вниз, если с<0. 

1 В самом деле, если хи =х+а, то f(x,-4) = f(x +a-a)= f(x), 
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Рис. 17 Рис. 18 

Ф Пример 2. Используя правило 2, построить графики функций: 

1 
1) у=х? +3;2) y=sinx+2;3) у=--1. 

х 

Графики данных функций построены соответственно на рис. 18, 19 и 20. 

® — Упражнения. Постройте графики функций: 

1.у=х2-3. 2. у=зшх-2. 3. у=Их+1. 

4. y=vx +1. 5. у=3*-1. 6. y=logy)x +1. 

7. у=З/х +1. 8. y=arctex +1. 9. y=(1/2)' +1. 

Дан график функции у = f(x). Построим график функции y =— f(x). 

УА 
3 y=sinx+2 

A- ae > 

Г / Nv O ‘\ £ A 

\ 2л,7 —3я/2 —л\ 57/2, 4 т л р > 

y=sin x
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Правило 3. Чтобы получить ординату графика функции y =—f (x) 

в точке х из ординаты графика функции y= f(x) в той же точке, нуж- 

но у ординаты графика функции y= f(x) изменить знак на обратный. 

Таким образом, график функции y=— f(x) получается из графика функ- 

ции у = f(x) зеркальным отражением относительно оси ОХ. 

Ф Пример 3. Используя правило 3, построить графики функций: 

1) у=-х2;2) у=-созх ; 3) у=-\Хх. 

Графики данных функций построены соответственно на рис. 21, 22 и 23. 
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® — Упражнения. Постройте графики функций: 

1. у=-х?. 2. у=-З/х. 3. у=-Шх. 

4. y=-3°. 5. у=-(2). 6. y=—log;x. 

7. y=—sinx. 8. y=—tgx. 9. y=—arcctgx. 

Дан график функции у = f(x). Построим график функции у = f(—x). 

Правило 4. Чтобы получить ординату графика Функции 
у= (2х) в точке x из ординаты графика y= f(x) в той же точке, 

нужно. значение х умножить на —1. Таким образом, график функции 
у = f(—x) получается из графика функции y= f(x) зеркальным ompa- 

жением относительно оси Оу. 

Ф Пример 4. Используя правило 4, построить графики функций: 

1) у=\У-х 32) y=log,(—x); 3) y=3. 

Графики данных функций построены соответственно на рис. 24, 25 и 26. 

© — Упражнения. Постройте графики функций: 

1. y=logy(—x). 2. у= (1/2) *. . 3. у=З/-х. “ 

4. y=arcsin(—x). 5. у =arcctg(—x). 

Дан график функции у = f(x). Построим график функции у = k f(x). 

Правило 5. Чтобы получить ординату графика функции 
y=kf (x) в точке x из ординаты графика функции y= f(x) в той же 

точке, нужно значение ординаты f(x) умножить на число k. 

YA 

Puc. 24 Puc. 25 
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Рис. 26 Рис. 27 

При этом от умножения всех значений функции f(x) на k>1 орди- 

наты графика функции увеличиваются в А раз и происходит «растяжение» 
графика функции y= f(x) от оси Ох в k раз, а от умножения на k при 

0<k<1 ординаты графика функции уменьшаются в К раз и происходит 
«сжатие» графика функции y= f(x) коси Ох в К раз. 

Ф Пример 5. Используя правило 5, построить графики функций: 
1 

1) y =2x*; 2) y=2sinx ; 3) yasve. 

Графики данных функций построены соответственно на рис. 27, 28, 29. 

® — Упражнения. Постройте графики функций: 

1 
1. y=—x’. 2. yay 9х. 3. y=2x. 

+ 

—л 
` 7 
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1 
7. у=2.2. 8. у=-.2”. 9. y= arcoosy . 

10. y=2arctgx. 11. y=2log,.x. 

Дан график функции y = f(x). Построим график функции y = /(Ёх). 
Отправляясь от произвольной точки X, в которой известна ордината f(x), 

найдем точку X,, в которой график функции y= Г (Ах!) имеет ту же ор- 

динату, т. е. выполняется равенство 

f(x) = Лху. 
Для того чтобы это равенство выполнялось”, очевидно, достаточно вы- 

1 
полнение равенства x = kx, ‚ откуда находим х, = 1х 

Правило 6. Чтобы построить график y= f(kx), достаточно 

значение х разделить на число k. 

При этом от деления на k>1 всех значений аргумента функции 

у= f(x) график функции «сжимается» к оси Оув 1/k раз, a от деления 

на & при 0 < <1 график функции «растягивается» от оси Оув 1/k раз. 

Ф Пример 6. Используя правило 6, построить графики функций: 

1) у=зт2х;2) у= агсзш 2х; 3) y= \х/2 

Графики данных функций построены соответственно на рис. 30, 31 и 32. 

— + | «— y=sinx ; 
resin x 

Puc. 30 

) Проверьте данный факт. 
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5 

2 

O x 

—3 

Рис. 32 Рис. 33 

® — Упражнения. Постройте графики функций: 

1. y=sin(x/2). 2. у =arcsin(x/2). 3.у=./2х. 

4. y=¥Bx . 5. y= 542. 6. у= (0,5%. 

7. y = logy; 2x. 8. y=cos(x/2). 9. y=tg2x. 

10. y= arccos3x. 

Прежде чем сформулировать следующее правило, построим график 
функции, последовательно применяя несколько правил. 

Ф Пример 7. Построить график функции у=2х? -8х+5. 

Преобразуем квадратный трехчлен, выделяя полный квадрат, к виду 

3 
узи? вк =2[й 4+5) =2] (2-2)? -5 |=2(2-2°-3 

и построение будем выполнять в следующем порядке: 1) график функции 

y=x? считаем известным; 2) по правилу 5 строим график функции 

y = 2x? ; 3) по правилу 1 строим график функции у=2(х — 2) ; 4) no пра- 

вилу 2 строим график искомой функции y = 2(x —2)* —3 (рис. 33). 

Получен график параболы у = 2х2 , смещенный на 2 единицы вправо 

и на 3 единицы вниз. Аналогично строится график любого квадратного 
трехчлена. 

® Упражнения. Постройте графики функций: 

1. У=2(х-52-1. —2.у=-2-(х+3)2. 3. у=х2-4х+1. 

4. у=Зх-х?. 5. у=4-2х"-2х. 6. у=4х-х?-3. 
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Дан график функции y= f(x). Построим график функции y =| f(x)|. 
Имеем 

_ 1} f(x), ecum f(x) > 0 

FT лез, зашубо < 0° 
Правило 7. Чтобы получить график функции y =| f(x)| из гра- 

фика функции y= f(x), надо участки графика y= f(x), лежащие вы- 

ше оси Ox, оставить без изменения, а участки ниже оси Ох зеркально 

отразить относительно этой оси. 

Ф Пример 8. Используя правило 7, построить график функции у=|х|. 

Строим график функции у=х (рис. 34). Далее, участок графика у=х, 

лежащий выше оси Ох (прих > 0), оставляем без изменения, а участок ниже 

оси Ох (при x <0 ) зеркально отражаем относительно этой оси; в результате 

получаем график функции у=|х|. 

Ф Пример. Построить график функции у=|х+1!|. 

Строим график функции у=х+1 (рис. 35). Затем участок графика 

у=х +1, лежащий выше оси Ох (прих > — 1), оставляем без изменения, 

а участок ниже оси Ох (при х<-1) зеркально отражаем относительно 

этой оси; в результате получаем график функции у=|х+1|. Этот же 

график можно было получить, построив сначала график функции у=|х| 

и применив затем правило |. 

VA VA 

y=|x| 

0 * 

и 

иГУ=х 

Рис. 34 Рис. 35 

эк сожалению, иногда пишут неверное равенство 
f(x), ecnnx > 0, y=lf@)|= i 

JS (x), еслих < 0, 
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ya 

1 . 

y= |x! 

_1 О 1 х O| x 

Puc. 36 Рис. 37 

Ф Пример 10. Построить график функции у=|1-|х||. 

Построение проведем в следующем порядке: 1) график функции 

у=|х| считаем известным (см. рис. 34); 2) строим график у=-|х| (по 
правилу 3); 3) строим график у=1-|х| (по правилу 2); 4) строим график 
искомой функции у=|1-|х|| (по правилу 7). График функции 
у=|1-|х|| построен на рис. 36. 

Дан график функции y= f(x). Построим график функции у=Л(х]). 
Так как /(-х|)= /(х|), то функция y= /(|х|) является четной, следова- 

тельно, ее график симметричен относительно оси Оу. Кроме того, прих > 0 

f(x)=f@). 

Правило 8. Чтобы получить график функции y= f(|x|) из гра- 

фика функции y= f(x), надо построить график функции y= f(x) при 

x 2 0 и отразить его зеркально относительно оси Оу. 

+ Пример 11. Используя правило 8, построить графики функций: 

1) у=\х|;2) y=log,|x|;3) у=э|х|. 
Графики данных функций построены соответственно на рис. 37, 38 и 39. 

YA 

y=log; x 

-1\O| /1 'X 

Puc. 38 Puc. 39 
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Рис. 40 Рис. 41 

Иногда правила 7 и 8 приходится применять одновременно, т. е. строить 

графики функций вида у=|/([х||. 

Ф Пример 12. Построить график функции у =| 2x? — 8] x|+ 5| . 

График функции y= 2х? —8х +5 уже построен (см. рис. 33). Заме- 

чая, что x? =|х[2, строим график функции у=2х? —8|х|+5 по правилу 8. 

Строим часть параболы y=2x*—8x+5 прих > 0 и отражаем ее зер- 

кально относительно оси Оу (рис. 40). Согласно правилу 7 построим гра- 

фик модуля (рис. 41-). 

В следующих примерах графики функций будем строить, используя 

различные правила, не указывая конкретно, какие. 

x+5 

x+3] 
Ф Примеры 13. Построить график функции y= 

Преобразуем данную дробно-линейную функцию, выделяя целую 

2 
часть, к виду y=|I+ 13 и построим график в следующем порядке: 

x 

1) график функции y=1/x считаем известным; 2) строим график 

1 2 2 
=——; 3 оим график y=——; 4 оим график y=1+——; У= +3; 3) строим график у=— 5; 4) строим график у 3 

2 | 
1+ ис. 42). 

x+3 P ) 

Заметим, что строить промежуточные графики можно как на одном 
рисунке, так и на разных. В данном случае для наглядности это следует 
выполнить на разных рисунках (сделайте это самостоятельно). 
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3x—1 

Ф Пример 14. Построить график функции y= | +1. 

3x] 3(x—1/3) 

Представим функцию в виде y=(<) +1=(7] +1 и по- 

| x 

строение графика проведем в таком порядке: 1) график функции у= | 

Зх 

считаем известным; 2) строим график y=(2) ; 3) строим график 

1 \3@-1/3) 3(x-1/3) 

>=.) ; 4) строим график y=(<) +1 (puc. 43). 

Ф Пример 15. Построить график функции y = —arctg(4x—1). 

1 
Представим функцию в виде у=—агс (4х -1)= —arctga — 4 И 

построим ее график в следующем порядке: 1) график функции y =arctgx 

считаем известным; 2) строим гра- 

фик функции y =arctg4x ; 3) строим у и 

график ушах 4) строим "a OP 7777772 

1 л/4 1/4 _ 

график = [5-4] (pre 49. о 
ионов | р 

Рис. 44 
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® — Упражнения. Постройте графики функций: 

1 1 4x+7 
1. у=1+ 2. y=—- 1. 3. y= . 

7 x+2 7 х+3 у 2х—5 

4—х x-2 х+3 4. у= 5. уУ=3^. 6. у=(0,25)`^°. 
7 ee 7 У=(0,25) 

7. y= 8. у=- (0,5) Н +1. 9. у= 2+2. 

. x+2 
10. y =—arcsin 11. y=2arctg(2x—-1). 12. y=3arcctg(3x +1). 

1- 1 
13. у = 2 агссо$ a 14. y =~ aresin= 

Рассмотрим теперь правила сложения, умножения и деления графиков. 
Даны графики функций y,= f(x) и у = g(x). Построим график 

функции у= /(х)+ g(x)”. 

Правило 9. Чтобы получить график функции y= f(x)+ g(x) из 

графиков функций у| и у>, нужно сложить соответствующие значе- 

ния ординат графиков функций у иу.. 

Ф Пример 16. Используя правило 9, построить график функции 

у=х+5шх. 

Ф определена на всей числовой прямой. Ее график получаем 
У a 

графическим сложением соответствующих значений ординат y, и у.: 

Y=Vity2- | 
Строим графики функций у =х и y,=sinx (штриховые линии на 

рис. 45). В точках x=0; +л; +27; ... имеем y,=0, у=х и 
y=y,+0=x, т.е. в этих точках график функции проходит через пря- 
мую у =х. В точках х=+л/2; +3л/2; ... имеем у.=+1, у=хи 
у=х-=1, т.е. в этих точках к ординате у, =х прибавляем +1 (соот- 
ветственно — 1). Отмечая найденные точки и соединяя их плавной кривой, 

получаем график искомой функции (сплошная линия на рис. 45). 

® — Упражнения. Постройте графики функций: 

1. у=|х|+х. 2. y=3* +3”. 3. y=sinx+|sinx]|. 

| 1 
4. yar +. 5. y=|x|+—. 6. y=x+cosx. 

') Разность всегда можно свести к сумме: y= f(x) — g(x) = f(x) + [-—g(x)]. 
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= х+ я х 

Рис. 45 

Даны графики функций y,;= f(x) и у›= g(x). Построим. график 

функции y= f(x): g(x). 
Правило 10. Чтобы получить график функции y= f(x): g(x) из 

графиков функций у; и у>, надо умножить соответствующие значе- 

ния ординат графиков функций y, иу).. 

Ф Пример 17. Используя правило 10, построить график функции 

у=х.5шх. 

Функция у определена на всей числовой прямой. Так как функции 

у1=х и у>=япх нечетные, то функция у, как произведение нечетных 

функций, четная, следова- | 
тельно, построение будем 

производить прих 2 0. 

Строим графики функ- 

ций у=х и у›=9Шх. 

График функции у получим 
умножением соответст- 

вующих ординат у, и yp: 

y=), 2. В точках х=л; 

Ya 

20; .. имеем y,=0 и 

Y=)1'¥7=90, a в точках 

х=л/2; 31/2; ... yy=4! 

и y=y,(tlpy=+x, т.е. 
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соответствующие точки графика функции у лежат на прямых y,;=x и 

у2=-—х и график «колеблется» между этими прямыми при x > +0. Та- 

ким образом, для построения данного графика целесообразно построить 
график вспомогательной функции y,=—x. 

При x > 0- (т. е. справа) функции зшх их эквивалентны (sinx ~ x ), 
поэтому у=у,‘у2=х.х=х“. Построив часть графика прих > 0 иот- 
ражая ее относительно оси Оу, получаем искомый график (рис. 46). 

® Упражнения. Постройте графики функций: 

1. у=|х| зшх. 2 y=x-|x|. 3. y=x|sinx|. 4. у=х(х2-1. 

Даны графики функций у, = /(х) и y= 2(х). Построим график 

f(x) 
функции у=—— 

g(x) 
_ f(x) 

Правило 11. Чтобы получить график функции 7») из гра- 
g(x 

фиков функций у| и у>, нужно разделить соответствующие значения 

ординат графиков функций у| и у) в точках, где y,#0. 

$Ф Пример 18. Используя правило 11, построить график функции 

_ 11 =. 

Функция у определена по всей числовой прямой, кроме точки х=0. 

Строим график функций у =|х-1| и 

Y =x (рис. 47). График функции у полу- 

чим делением соответствующих значений 

ординат графиков функций ур и у) во 
всех точках, за исключением х=0. 

Из рисунка видно, что при x > 0— 

(т.е. слева) y,>l, у2>0 и 

y=y,/y2>—-©, а при х->0+ (т.е. справа) 

у1->1, у2->0 и у=у, [у›> +. Ta- 
ким образом, прямая х=0 является 
асимптотой’ графика функции у. 

Рис. 47 

') При исследовании поведения функции часто оказывается, что график функции сколь 
угодно близко приближается к той или иной прямой. Такие прямые называются асим- 
птотами. 
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В точке х=1 имеем у =0, у. =1и y=y,/y,=0. 

x-l1 1 
При х -> +© получаем y= =1-—-1, поэтому прямая у=1 

x 

является асимптотой правой ветви графика функции у, а при x>—% 

1-х 1 
- x 1>-—1, поэтому прямая y=—1 является асимпто- 

той левой ветви графика функции у. Асимптоты будем изображать штри- 

ховой линией. 

Таким образом, график искомой функции состоит из двух ветвей, 

изображенных на рис. 47 сплошной линией. 

График данной функции может быть построен и другим способом. 

имеем у = 

[x=] Функцию y= в можно задать двумя формулами: 

х—1 х-—1 
* прих-1 > 0, ы прих > 1, 

y=] x - | * 

x-1 —х 
——— прих-—1<0, —— прих<|. 

L x `. x | 

1-х х-—1 
Построив отдельно дробно-линейные функции у= и у= 

и сохраняя только те участки, которые соответствуют указанным проме- 
жуткам, получим искомый график. (Сделайте это самостоятельно.) 

® — Упражнения. Постройте графики функций: 

7 2 
1. y=——. 2. _|7x+2| 3. y= 2x+4 , 

|x-—]| 2x +1 |3x + 5| 

1 1 1 
4. у= . 5. y= . 6. y= . 

7 arcsin x 7 3° +3 * 7 4x49 

(Указание к упражнениям 4—6. Обозначить знаменатель через 

y,(x), построить сначала график функции у, (х), а затем график функ- 

1 

y\(x) ) 
ции y= 

Осталось рассмотреть правило построения графиков сложных функ- 
ций. Понятие сложной функции приведено в $ 9. 

Дан график функции и=ф(х). Построим график функции 

у= 1[ф(%)]. 
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Правило 12. Чтобы построить график функции y= f[p(x)], 

надо сначала построить график функции и=ф(х), а затем, зная свой- 

ства функции y= f(u), построить график сложной функции 

у=Л[Ф()]. 

x-l 

Ф Пример 19. Используя правило 12, построим график функции y = QeH | 

Функция у определена на всей числовой прямой, кроме точки 

—1 2 
x =—1. Сначала строим график функции и= ы =1-—— (рис. 48, а), 

х+1 х+1 

а затем, используя свойства показательной функции, построим график 

х-—1 

функции у=24 =254. 

Если х>-1-, то u>+o, у=2" +0. 

Если х>-1+, то и>-—-®, y=2">0. 

Если x > —®, то и>1, y=2" >2. 

Если х> +0, то и>1, y=2" >2. 

Таким образом, прямые x =—1 и у=2 являются асимптотами гра- 

фика функции у. В точке х=1 имеем и=0, y=2°=1. 

На основании полученных данных строим искомый график (рис 48, 6); 
стрелка изображена для того, чтобы показать, что точка ( - 1; 0) графику 
не принадлежит. 
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Рис. 48 
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Рис. 49 

Ф Пример 20. Используя правило 12, построить график функции 

— = вуз 42° 

х-—1 3 
Строим сначала график функции и= рис = 1 (рис. 49, а), а 

x x 

x—1 
затем график функции У=Ювузи= logy). По определению, лога- 

рифмическая функция y = log). и определена лишь при тех значениях х, для 

которых и>0, т.е >0 для x, удовлетворяющих неравенствам 
х-+ 

—-ю<х<-2 и 1l<x<+o0 ‚ которые являются областью определения 

функции у=1о ов — x42” 

Если x>—-%,To ul, y =logy.u>0. 

Если х>—2, то u>+o, y=logy.u>—o. 

Если х > +, то и>1, y=logy.u>0. 

Если х>1+, то и>0, y=logy,u>+o. 

Таким образом, прямые x =—2, х=|1 и у=0 являются асимптота- 

ми графика функции у. На основании полученных данных строим иско- 
мый график (рис. 49, 6). 

Ф Пример 21. Используя правило 12, построить график функции 

у = arccos(I/x). 
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Рис. 50 

Как и ранее, сначала строим график функции u=1/x (рис. 50, а), а затем 

график функции у= агссози = агссоз(1/х). По определению, функция 

у = агссози определена лишь при тех х, для которых - 1 <u < 1, т.е. длях, 

удовлетворяющих неравенствам — 1 < 1/x < 1. Значит, областью опреде- 

ления функции у = агссо$(1/х) являются два промежутка: —©<х <-] 

и|1| < x<+o, 

Если х=-1, то и=-1, у = агссо$(—1)=л. 

Если х =+1, то и=+1, y=arccosl=0. 

Если х > —©,то u>0, у= агссози - л/2. 

Eom х > +, то и» 0, у= агссози > л/2. 

Таким образом, прямая у=л/2 является асимптотой графика. На 

основании полученных данных строим искомый график (рис. 50, 6). 

® — Упражнения. Постройте графики функций: 

|| 
1. у=21. 2. »=(3) ‚ (Ome. См. рис. 51). 3. у=2\. 

ну
 

Рис. 51 
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4. у= (1/2). 

7. у=2%*. 8. y=2*. 

10. у=10ву2(х-х°). 11. y= log) = 

13. y = logy. cosx . 14, y=logyp| x” —3x +2| ; 

16. y = logy a HS . (Отв. См. рис. 52). 

18. y=|log,|x+2||. 19. у авт И. 
2 х+1 

1 2's 
21. y= arcctg— , 22. y= lao 

=a 
5. y=14+37-!. 6. у=2" 2. 

9 yoo arts 

12. y =log,| sin x|. 

15. y=log, (Vx +1 +1) . 

17. y=log,|x +2]. 

20. у=-—2 агсш 
_х 

Числитель и знаменатель дроби предварительно разделить на 2» .) 

. (Отв. См. рис. 53. Указание. 

В заключение отметим, что умение строить графики функций, задан- 
НЫХ формулами, имеет не только теоретическое, но и практическое зна- 

чение. Изучение функций гораздо проще и нагляднее, если оно сопрово- 
ждается рассмотрением графиков этих функций. Вот почему инженер или 
научный работник, получив интересующую его функцию в виде форму- 
лы, всегда, когда надо выяснить общий характер поведения функции, ее 
особенности, начинает строить эскиз графика этой функции. 

|
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Рис. 52 
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Вопросы для самопроверки 

1. Опишите этапы построения графика функции у=Ь/(Ах+а)+С , гдеа, bk, 

С — некоторые числа, если известен способ построения графика функции 

y= f(z). | - 
2. Свойства какой функции используются при построении графика сложной 

функции у= /[ф(х)] . Приведите примеры. 

$ 11. Контрольные задачи 

1.1. Решите уравнение |(х? + 2x +5)+(x—5)|=|x7 +2х+5|+|х-5|. 

1.2. Решите уравнение |зтх|-зтх=2. 

1.3. Решите уравнение | (x* — 4)—(x? +2)|=|x*-4|-|x? +2]. 

1.4. Решите уравнения, раскрыв модули: 

1) |[х+4|=|х-4|; 2)|х-Н+|1-2х|= 2|х|; 3) |[3-—2x/-1]=2]x]. 

1.5. Решите неравенство | x? —3х| >| x? |-| 3x1. 

1.6. Решите неравенство |х-3|+|х+3|> 8 , раскрыв модули. 

2 
1.7. Докажите методом математической индукции, что 4” >n° для любого на- 

турального п. 

1.8. Докажите методом математической индукции, что и!> 2” для n>3. 

1.9. Докажите методом математической индукции неравенства 

| 1 1 1 
Уп <1+— + —— <24\/п длян>1. р V3 Wn 

. n(n+1) 
1.10. Найдите сумму 1+3+6+...+———. 

1 1 1 
—+—+...+ 
1.3 3.5 (2n -1):(2n +1) 

1.11. Найдите сумму



Глава 2. Дифференцирование 

Операция (действие) дифференцирования — основная в математике. 
Но перед тем как перейти к ее изучению, необходимо предваритель- 

но познакомиться с понятиями предела, непрерывности и производной 

функции. 

$ 1. Предел функции 

1. Определение предела функции. Пусть функция f(x) определена 

на некотором промежутке Х 1) и пусть точка x о принадлежит Х или ху не 

принадлежит Х. 

Определение. Число А называется пределом функции f(x) в точке хо 

(или при x > хо), если для любого числа Е> 0 2) существует число 9>0% 

такое, что для всех х, принадлежащих Х, х=хо, удовлетворяющих не- 

равенству |х-хо|< д, выполняется неравенство | f(x)—A|<e. 

Символически это записывается так: lim f(x)= A”. 
х->хо 

В определении предела функции следует обратить внимание на два 
существенных момента: 

1. Число А называется пределом функции, если выполнение неравен- 

ства |х-хо|<д влечет за собой выполнение неравенства | f(x)— A|<e, 

где => 0 — заданное число, а д соответствующим образом подобрано. 

2. Для существования предела функции в точке ху вовсе не требует- 

ся, чтобы функция f(x) была непременно определена в точке ху. Для 

того чтобы функция f(x) стремилась к пределу при x > хо, необходимо 

') Напомним, что здесь Х может быть любым промежутком вида [a, 6], (а, b], [а, b), (а, 5), 

[a, +00) з (а, +0) > (— <, Ь], (— 0, Ь), (— 00, +00). 

*} ¢— греческая буква «эпсилон». 

3) б— греческая буква «дэльта». 
% Читается: «предел функции f(x) при x, стремящемся к хо, равен А». 
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лишь, чтобы в области ее определения Х были точки, как угодно близкие 
к хо и отличные от ху. 

Ф Пример 1. Используя определение, доказать, что функция /(х)=С 

(С — некоторое число) в точке х=х, (хо — любое число) имеет 

предел, равный С, т.е. lim C=C. 
х->хо 

Решение. В данном примере f(x)=C, А=С. Возьмем любое 

=> 0. Тогда для любого числа 6 >0 выполняется требуемое неравенство 

| f(x) -—C|=|C-—C|=0<e; следовательно, lim C=C. 
х>хо 

Ф Пример 2. Используя определение, доказать, что /(х)=х в точке 

х =X, имеет предел, равный хо, т.е. lim х=х\. 
х->хо 

Решение. В данном примере f(x)=x, А=ху. Возьмем любое 

ё>0. Тогда если взять 6 =€, то для всех х, удовлетворяющих. неравен- 
ству |x—x,|<6 выполняется требуемое неравенство |/(х)-хо|= 

=|х-хо| < 2; следовательно, lim х=хо. 
х->хо 

Ф Пример3. Используя определение, доказать, что функция 

f(x)=3x—-—2 в точке х=1 имеет предел, равный единице, т. е. 

lim (3х2) =1. 

Решение. В данном примере /(х)=3х-2, A=1 и х,=1. Возь- 

мем любое =>0. Задача состоит в том, чтобы по этому = найти такое 

д>.0 ‚ при котором из неравенства |x—1|<6 следовало бы неравенство 

| f(x)—-1] =| (3x —2)—-1|<e. Преобразуя последнее неравенство, получа- 

ем |3(x—1)|<e, wm |=-1|<5. Отсюда видно, что если взять <, то 

для всех х, удовлетворяющих неравенству |х-—1|< д, выполняется требуе- 

мое неравенство | f(x)—1|<e. Это и означает, что lim (3x —2)=1. В част- 
х-> 

| 1 | 
ности, если €=1, то д <; › если Е=>» то <. ИТ. Д. 
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х2—1 
Ф Пример 4. Используя определение, доказать, что функция /(х)= я 

xX — 

2 
.. . x°-i 

в точке x =1 имеет предел, равный двум, т. е. lim я =2. 
х>1 Хх— 

x*-] 
т A=2 их. =1. Boc- Решение. В данном примере /(x)= 

пользуемся тем, что при рассмотрении предела функции в точке x =1 ее 

аргумент не принимает значения, равного |. Имеем 

х-1 _1(%-0@&+1 _ 

x-l x-l 
ох = при x #1. 

Возьмем любое = > 0. Тогда 

12 
1 

х? — 

х — 
<=, если |х-1|<Еих=1. | f(x)-2|= 

Отсюда видно, что если взять O=€, TO для всех X, удовлетворяющих He- 
равенству |х-1|<д при x = 1, выполняется требуемое неравенство 

<&. 

2 

ть 
х-—1 

2 . xi 
Это и означает, что lim——— = 2. 

x71 х-| 

Заметим, что находить предел функции, используя только определе- 
ние, довольно сложно. На практике обычно пользуются теоремами о пре- 
делах, которые будут приведены в следующем пункте. 

Замечание. Неравенство |x—x,.|<0 равносильно двойному не- 

равенству xy»>—0<x<x +d”. 

Интервал (x 9—0,xX +0) называется д-окрестностью точки Xo. 

Пользуясь этим названием, определение предела функции можно 
сформулировать и так: число А называется пределом функции f(x) 

при х, стремящемся к ху (или в точке хо), если для любого числа 

Е=>0 существует такая д-окрестность точки хо, что для любого 

X#X, из этой окрестности выполняется неравенство |/(х)- А| <= 

или А-=< f(x)<AteE (рис. 54). 

1 См. теорему 1.1. 
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YR На рис. 54 видно, что при при- 
ближении точки х к точке ху значе- 

ии обо ния функции приближаются к числу A. 
Естественно считать, что число А — 

предел функции f(x) при x, стремя- 

ЕЕ -. щемся к хо. 

ны.
 

+
 I I I I I 

aN
 | со } |. ! | | | | | 

[
>
 
-
-
-
а
-
-
-
 

| 
| 
1 

® Упражнения. Используя опреде- 

0 хо-д Xo х0+6 x | ление, доказать, что: - , 

Puc. 54 1. Шо (3х—5)=1. 2. limx с05—=0. 

3. lim({2x —5)=7. 4. Ш1с0$х=1. 5. lim (3x +5)=11. 

2 _ _1 
6. lim x? =1. 7. lim2—=-2. 8 lima =2. 

xl xe-1 x41 xl aly —] 

9, lim Vx = V5. 10. limsinx = 0. 

2. Теоремы о пределах функций. 

Теорема 2.1. Пусть функции f(x) и g(x) имеют в точке ху 

пределы В и С. Тогда функция Г(х)+я(х) имеет в точке ху предел, 

равный В+С, т. е. 

Шт [f(x)# 8(%)]=В+С. 

Теорема 2.2. Пусть функции f(x) и g(x) имеют в точке хо 

пределы В и С. Тогда функция f(x): g(x) имеет в точке ху предел, рав- 

ный В.С, т.е. 

Ши [f(x)-g(x)]= BC. 

Следствие. Постоянный множитель можно выносить за знак пре- 

дела, т. е. 

lim [C+ g(x)]=C lim g(x), 
XPXp х-+хо 

где f(x)=C — постоянный множитель. 

В самом деле, я 

lim [С: g(x)]= lim С: lim g(x)=C lim g(x), 
X*Xq | х->хо х->хо х->хо 

так kak ши C=C (см. пример 1 п. 1.). 
х->хо 
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Теорема 2.3. Пусть функции f(x) и g(x) имеют в точке ху 

пределы В и С. Тогда функция f(x) 

g(x) 
(при C #0) имеет в точке ху пре- 

_ В 
дел, равный с’, т. е. 

‚ ов 
rte g(x) С 

Замечание. Теоремы 2.1—2.3 верны также и в случае, когда хо 

является одним из символов ©, +0 или — © 

Ф Пример 5. Найти lim (3x7 +x+5). 

Решение. На основании теоремы 2.1 и теоремы 2.2.(предел суммы 

и произведения) имеем 

lim (3x” +x+5)=lim3x” + шах +lim5= 
x7] х-] 

=3limx:limx+limx +5=3:1:1+1+5=9, 
х-] x7] x2] 

так kak lim x =1 (см. пример 2 п. 1). 
x] 

х2+х+1 

2 х+1. 
Ф Пример 6. Найти lim 

ХЕХ 

Решение. Предел числителя 

lim (x” +x+1)=limx:limx +limx +1=1-14141=3, 
_ x] x7] ° x! 

а предел знаменателя | 

lim (x* —x+]l)=lmx:limx—lmx+1=1-:1-1+1=1. 
x1 x7] х->] 

Так как предел знаменателя не равен нулю, то, применяя теорему 2.3 
(предел частного), окончательно получаем 

х2+х+1 _ Шаг +x+1) _ 3 

m2 x1 x°—x+] lim (x* —x+1)_ 

2 
+ 6х+8 

Ф Пример 7. Найти lim — — , 
x>-2 x +8 

ых 

Решение. Непосредственно теорему 2.3 (предел частного) приме- 
нить нельзя, так как предел знаменателя при x >—2 равен нулю. Здесь и 
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предел числителя при х ->—2 также равен нулю. Следовательно, имеем 

0 
неопределенность вида 0° Необходимо, как говорят, раскрыть эту неоп- 

ределенность. Для этого разложим числитель и знаменатель на множите- 
ли и сократим на общий множитель x +2, который обращает в нуль зна- 

менатель и числитель дроби. Это можно сделать, так как в определении 
предела функции при х->—2 значение функции в точке x =—2 не вхо- 

дит в множество значений функции, поскольку x #—2. Имеем 

x7 46x48 (x +2)(x +4) x+4 
lim 5 = lim 5 = шп — 
х>-2 х +8 х>-2(х+2)(х^-2х+4) x7-2x°-2x4+4 

0 
Так как знаменатель теперь не равен нулю, то неопределенность 0 pac- 

крыта. Применяя теорему 2.3, окончательно находим 

lin 2 + 6x +8 Jim (x +4) -2+4 21 
х>-2 x +8 tim Ге. 2+4) ̂ (=2)*-2(-2)+4 12 6’ 

х-+—2 

® (— Упражнения. Найдите: 

5 3 2 2 +х+ —x*—x+ _ x’ +2x-8 1. Бо ХТ 2 по зв. 
хх tx? +1 xl x +x° -х-1 xe2 x —8 

3 3 + _8 4. lim 272. 5. т. 6. lim(4x? —2x +1). 
x>-1 x+]1 x72 x-—2 x71 

Вопросы для самопроверки 

1. Сформулируйте определение предела функции. 

Назовите два существенных момента в определении предела функции. 

3. Докажите, пользуясь определением предела функции, что в любой точке х=х 0 

~ 

lim x=xX,. 
XX OQ 

4. Докажите, пользуясь определением предела функции, что lim(2x —1)=3. 
х—>2 

Найдите такое д, чтобы для |x—2|<6 выполнялось условие | f(x)—3|= 

=|(2х-1)-3|< 0,01. (Отв. д = 0,005.) 

5. Сформулируйте теоремы 2.1—2.3. 

6. Докажите, что lim [C- g(x)J=C an g(x) (С — постоянный множитель). 
х-›х0 
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$ 2. Непрерывность функции 

1. Определение непрерывности функции. Пусть на некотором 

промежутке Х определена функция f(x) и точка ху принадлежит этому 

промежутку. 

Определение. Функция f(x) называется непрерывной в точке ху, 

если предел функции и ее значение в этой точке равны, т. е. 

lim f(z) = fo). (1) 

Согласно определению для Toro чтобы функция f(x) была непре- 

рывна в точке ху, требуется выполнение следующих условий. 

1. Точка хо должна принадлежать области определения функции. 

Заметим, что этого не требовалось, когда мы рассматривали предел 

функции f(x) в точке ху.В этом заключено отличие понятия непрерыв- 

ности функции от понятия ее предела. 
2. Функция f(x) должна иметь конечный предел при Xx > хо, т. е. 

lim f(x)=A. 
х->хо 

3. Этот предел А должен быть равен значению функции в точке 

х=хо, т. е. должно выполняться равенство 

| A= Л (хо). 

Если же равенство (1) не выполняется, то функция f(x) называется 

разрывной в точке ху, а сама точка ху называется точкой разрыва 

функции f(x). 

Ф Пример 1. Доказать непрерывность функции f(x)= Зх? +2х +1 в 

точке х=1. 

Решение. На основании известных теорем о пределах функции 

найдем предел данной функции при x ->1: 

lim (3x7 +2x+1)=3limx? +2limx+1=3-14+2-14+1=6. 

Затем вычислим значение функции в точке x = 1: 

Д@=3:1+2:1+1=6. 

Сравнивая полученные результаты, видим, что предел функции и ее зна- 

чение в точке х =1 равны, т.е. lim /(х) = /(1). Согласно определению, 
x] 

это означает, что данная функция непрерывна в точке X =1. Аналогично 
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можно показать, что данная функция непрерывна в любой точке ху чи- 

словой прямой. 

® Упражнение. Докажите, что функция /(х)=3х? —4х+5 непрерыв- 

на в любой точке ху числовой прямой. 

По аналогии с определением предела функции, приведенное опреде- 
ление непрерывности функции можно перефразировать следующим обра- 

зом: функция f(x) называется непрерывной в точке хо, если для любого 

=> 0 существует д > 0 такое, что для всех х, удовлетворяющих неравен- 

ству |x —хо | <6, выполняется неравенство | 7%) — Лео) <=. (Мы не 

пишем х хо, так как в рассматриваемом случае ху принадлежит X.) 

Перенесем в равенстве (1) f(x.) в левую часть и внесем /(хо) под 

знак предела. Так как условия х->ху и (х-хо)>0 равносильны, то 

получаем 

lim [f(x)—f(%o)]=0. (2) 
(х-хо)-+0 

Разность X—X, называется приращением аргумента х в точке ху и обо- 

значается, ` как правило, Ах (читается: «дельта икс»), а разность 

1(<)- (<) — приращением функции в точке хо, вызванным прира- 

щением аргумента Ax , и обозначается Ду. Таким образом, 

Ах=х-хо, Ду= /(хо+Ах)- Г(хо). | 
у A Приращение Ay есть вели- 

y= f(x) чина, Ha которую изменилось зна- 
чение функции f(x) при измене- 

. нии значения аргумента от хо До 

АУ x 9+Ax (рис. 55). 

Равенство (2) в новых обо- 

значениях принимает вид 

lim Ay=0. (3) 
> Ax 70 

Ax x Соотношение (3) является 
еще одним определением непре- 
рывности функции, которое мож- 

но сформулировать так: функция f(x) называется непрерывной в точке 

Рис. 55 

х о, если ее приращение в этой mou--e Ау стремится к нулю при Ах >0. 

При некоторых обстоятельствах наряду с формулой (1) удобно поль- 
зоваться и формулой (3). 
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Ф Пример 2. Найти приращение Ay функции f(x)= х? при переходе 

аргумента от значения х, =3 к новому значению х.=4. 

Решение. Приращение аргумента Ах = x,—x,=4—3=1, а так как 

Ах) =х* то Л(х2)= (=F =16, f(x) = 1 (3) =3' =9 и приращение 
функции Ay = f(x2)— f(x) = f(4)— /(3)=16-9=7. 

® Упражнение. Найдите приращение Ay функции f(x)=x° при пе- 

реходе аргумента от значения x,=2 к новому значению x,=3. 

(Отв. Ау=19.) 

Ф Пример 3. Пользуясь последним определением непрерывности 

функции, доказать, что функция /(х)=5х? —6х+2 непрерывна в 

любой точке ху числовой прямой. 

Решение. Придавая аргументу x в точке ху приращение Ax, най- 

дем соответствующее приращение функции: 

Ay = /(х0+Ах)- f(x) =5(x 9 + Ax)’ — 6(x 9 + Ax) +2—5x2+ 6x )-2= 

= (10x )— 6) Ax +5(Ax)*. 
Найдем предел Ay при Ах > 0: 

lim Ay = lim [(10x ) — 6) Ax +5(Ax)"]=0 

в любой точке хо, что и доказывает непрерывность заданной функции Ha 

всей числовой прямой. 

® Упражнения. Докажите непрерывность функции в любой точке хо 

числовой прямой: 

1. f(x)=x; 2. Г(х)=х? +3х +3; 

3. f(x)=x?-2x 44; 4. f(x)=3x?-—4x4+5. 

2. Непрерывность элементарных функций. 

Все функции, получаемые с помощью конечного числа арифметиче- 

ских действий над простейшими элементарными функциями, а также су- 

перпозицией этих функций, составляют класс элементарных функций. 

Примерами элементарных функций являются f(x)=|x| (|x| =x? ); 

arctg vx f(x) = 193 arctg2™™ + sin 3x; f (x)= In| sin3x|—e ИТ. Д. 
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Теорема 2.4. Пусть функции f(x) и g(x) непрерывны: в точке 

хо. Тогда функции }(х)= в(х), f(x): g(x) и f(x) 
g(x) 

в этой точке (последняя при g(X_) #0). 

также непрерывны 

Одним из важных свойств элементарных функций является их не- 
прерывность в каждой точке области определения. К сожалению, мы не 
можем на этом останавливаться. Отметим лишь, это свойство открывает 
широкие возможности для вычислений пределов элементарных функций. 

1+sinx 
4 Пример 4. Найти lim 

x1—cos2x 
2 

x 

л 
Решение. Так как в точке х=> функции 1, зах, cos2x непре- 

l+s 
рывны, TO, по теореме 2.4, функция f(x yee непрерывна в точке 

os 2x 

л . (Vv) 

x= 5 ‚ Т.е. предел функции и ее значение в этои точке равны, тогда, пе- 

реходя к пределу, получаем 

п l+sinx _ 1+5(л/2) _ 1+1 _ 

х+л/21—с0$2х 1-с0$(2л/2) 1-—(-1) 

/х+1-1 
в 

/х+1- 1 
Решение. Функция f(x)= не определена в точке х =0, 

x 

Ф Пример 5. Найти lim 
х->0 

т. е. не является непрерывной в этой точке. Поэтому сразу переходить к 
пределу, как в предыдущем примере, нельзя. Для нахождения предела 
надо функцию f(x) тождественно преобразовать так, чтобы она при 

x #0 совпала с некоторой функцией F(x), непрерывной в точке х=0, 

т.е. найти такую непрерывную функцию F(x), чтобы f(x)= F(x) при 

x*0O или lim f(x)= lim F(x)=F(0). Для этого умножим числитель и 
х- х- 

знаменатель дроби на сумму \х+1+1: 

f= see —1 _ Ух —1) (Ух +1 О А F(x) 

x (/х+1+1) х (/х+1+1) \х+1+1 
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Таким образом, f(x)= F(x) при x #0. Но функция F(x) непрерывна в 

точке х =0, т. е. предел функции и ее значение в этой точке равны, по- 
этому, переходя к пределу, получаем 

im #1 —1 = im — 1 То =>. 

rat х+0 Ух +1 + ~ JO+141 +1 

sin 2x —cos2x —1 
Ф Пример 6. Найти lim 

x — sin x — COSX 

sin2x — cos2x —1 
Решение. Функция f(x) =— He определена в точке 

sin x — cosx 

х =л/4. Для нахождения предела преобразуем дробь: 

sin2x—cos2x—1 _ $12х-—(1+с0$2х) 2sinx cosx—2cos*x _ 

sin x — COSx sin x — COSx sin x — cosx 

2cosx(sinx — cosx 
= - ( ) = 2созх. 

sin x — COSx 

При x #2/4 имеем 

sin2x —cos2x —1 
=2cosx. 

sin x — cos x 

Но функция 2cosx непрерывна в точке х=л/4. Поэтому, переходя к 

пределу, получаем 

ш2х- cos2x —1 V2 
lim — = eet = lim 2cosx=2 lim cosx=2cos—=2-——= 42. 

х+л/4  sINX — COSX х-+л/4 х>л/4 4 2 

® — Упражнения. Найдите: 

2 _ 

1. Шиа (x? +5x? +6х +1). (Отв. 1.) 2. lim = . (Ome. 10.) 
x>—] x05 X¥— 

4х — 2 _ x? -5х+ 
3, tim x=! ome. .) 4. tim2—>=*® (ome. 1.) 

x1 3x7'+x 42 3 x03 x—3 
2, - 

5. tim 92 (Ome. +) 6. im 22% (Ome. 42 
х-+-2 x¥° — x —6 5 x+n/2 sin 4x 2 

+3 inx— 1 
7. Yim 19 (Ome. 1.) 8. tim = S* (Отв, -—=.) 

x-2/21—cos2x x~nf4  cos2x 12 
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2 

9. Ши 3 (Отв. 8) 10. tim 9+8 (Ome, +) 
x1 x° —3x х+-2 х+ 6 

— 2 —_— — 

11. lim——*—. (Ome. — 12.) 12. lim ——- 2 (Ome. -1.) 
х+3 V3x —3 xe-l х +1 

vi+x—vi- in? 13. im t*%—MI=* (Ome. 1.) 14. im" (Отв. 2.) 
х-0 х хъл1+ с05°х 3 

. 2 _ J _ 2 15. но МХ . (Ome. ~.) 16. в 1573 (Ome. ~.) 
x COS X 2 x>2 x —-2 3 

1 4 1 2 3 1 rr tim( * ) come 2) sti 23.) come 1 то x2 aq) OMe 4 Moe as) 96-5) 
19. lim (2 cosec2x — ctg x). (Отв. 0.) 

= 

Вопросы для самопроверки 

Сформулируйте определение непрерывности функции. 

Сформулируйте определение непрерывности функции «на языке &—д». В чем 
различие между понятиями непрерывности функции и пределом функции? 

3. Что называется приращением аргумента x и приращением функции f(x) 

в точке x, ? Раскройте геометрический смысл этих приращений и сформули- 

руйте соответствующее определение непрерывности функции: 

4. Исследуйте на непрерывность функцию f(x) = x’ в произвольной точке ху. 

Dn
 Какие функции называются элементарными? 

Каким важным свойством обладают элементарные функции? 

$ 3. Производная функции 

1. Определение производной. Пусть на некотором промежутке Х 

определена функция f(x). Возьмем любую точку ху из Х и придадим 

аргументу x в точке х, произвольное приращение Ах такое, что точка 

хо+ Ах также будет принадлежать Х. Функция получит приращение 

Ay = f(xo+Ax)— f(x). 
Определение. /Гроизводной функции y= f(x) в точке ху называ- 

ется предел при Ах > 0 отношения приращения функции в этой точке к 
приращению аргумента (при условии, что этот предел существует). 
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Символически это записывается так: 

lim 2” 1) — — Л’ .) | 

или 

Г . (о + Ax)— (хо) 
= lim , Л Со) Aveo Ax 

или, вспоминая, что Ax =х—х HX=X_t Ar, 

У) = tim 9-19 
х+х X—Xq 

Из определения производной видно, что хо считается постоянным и 

рассматривается предел отношения 
Ay _ 1-Х) 
Ax х-хо 

при х, стремящемся к ху, а из определения предела функции следует, что 

функция может не быть определенной в точке ху (при х->х, х#хо). 

Поэтому, чтобы предел отношения (1) существовал необходимо, чтобы 

отношение (1) было определено для всех х>х,, так как при Ах =0 

А 
(x =X, ) выражение а. теряет смысл и понятие предела нельзя применить к 

(1) 

определению производной. Если же предел отношения (1) не существует, то 

говорят, что данная функция в точке хо производной не имеет. 

Докажем теперь важную теорему, устанавливающую связь между 
понятиями производной и непрерывностью функции. 

Теорема 2.5. Если функция y= f(x) имеет производную в точ- 

ке хо, то она в этой точке непрерывна. 

Доказательство. Имеем 

lim Ay = tim (= ax} = lim ZY. lim Ax = f'(x9)"0=0, 
Ах->0 Ах->0 \ Ax Ах->0 Ах Ах 

откуда и следует (см. формулу (3) из $2) непрерывность функции 

у = f(x) в точке хо, что и требовалось доказать. 

- Обратная теорема неверна: функция может быть непрерывной в точ- 

ке хо итем не менее в этой точке не иметь производной. 

Например, функция /(х)= \/х непрерывна на всей числовой пря- 

') Читается: «эф штрих OT хо». 
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мой, но в точке x = 0 не имеет производной. В самом деле, в точке х=0 

приращению аргумента Ах соответствует приращение функции 

Ду=3/0+ Ах —3/0 =З/Ах . 
Следовательно, 

Переходя к пределу при Ax > 0, получим 

tim “Y= tim — 
Ах->0 Ax 7 Ах->0 3 Ах)? 

Это значит, что функция /(х)= 3х в точке х=0 не имеет производной. 

Функция, имеющая производную в каждой точке некоторого проме- 
жутка, называется дифференцируемой на указанном промежутке, а опе- 
рация нахождения производных называется дифференцированием. 

Чтобы вычислить производную функции y= f(x) в некоторой точке 

= 00, 

хо , исходя из определения, необходимо: 

1) значению аргумента х в точке ху дать некоторое приращение Ах 

и найти соответствующее приращение функции 

Ду = /(хо+ Ax)— (хо); 
2) составить отношение приращения функции к приращению аргу- 

мента АУ, 
Ах 

3) вычислить предел отношения при Ax -> 0, если он существует. 

Ф Пример 1. Используя определение производной, найти производную 

функции /(х)=х? в точке х=х.. 

Решение. Придавая аргументу x в точке хо приращение Ах, най- 

дем соответствующее приращение функции: 

Ay = f(xo+ Ах) (хо) = (хо+ Ах)? хо 
=х2+2х,Ах+(Ах)? -х2=2х,Ах+(Ах)?. 

Составим отношение 

Ду _ 2хоАх+ (Ах)? 
Ах Ах 

Найдем предел этого отношения при Ах > 0: 

tim 2” = tim 2х0 Ac+(Ax)? _ 
Ах-0 Ах х-0 Ах 
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Следовательно, производная функции /(х)=х? в точке хо равна числу 

2X, что в принятых обозначениях можно записать Tak: /’(хо)=2ху. 

® Упражнения. Используя определения производной, найдите произ- 

водные функций в точке x =хи: 

1. f(x)= 5х2. (Отв. 10ху.) 2. f(x)=x°. (Отв. 3x2.) 

1 1 1 
3. f(x)=<Vx . (Отв. Te 2  & f()=—. (Отв. —-5) 

т _ 2 1. ___! 5. =) = . (Отв. re .) 6. f(x) Tq : (Отв. a ь 

_ sin(x 9/2) 
> 7. f(x)=sin2x. (Отв. 26052х). 8. Тб) = с08>, . (Ome, 

1 
9. => ут: (Отв. ~ (x41) .) 

3 
2/1 +3x ’ 

Если функция f(x) имеет производную в каждой точке x, принад- 

лежащей Х, то производную /’(х) можно рассматривать как функцию от 

10. к) = ИЗ . (Отв. 

x, также определенную на. 

2. Геометрический смысл производной. Пусть функция f(x) оп- 

ределена и непрерывна на интервале (а, b). Пусть, далее, точка М на гра- 

uke функции соответствует некоторому значению аргумента ху, а точка 

Р — значению х,+Ах, где Ах — приращение аргумента. Проведем че- 

рез точки М и Р прямую и назовем ее секущей. Обозначим через ф(Ах) 

угол между секущей и осью Ох (рис. 56). Очевидно, что этот угол зависит 

от Ax. Касательной 5 к графику функции f(x) в точке М будем назы- 

вать предельное положение секущей МР при неограниченном приближе- 
нии точки Р по графику к точке М (или, что то же самое, при Ах >0). Из 

рис. 56 следует, что 

tep(Ax) === = ay . 

Tak как при Ах - 0 секущая МР переходит в касательную, TO 
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lim tg, p(Ax)= tego, 
где фо — угол, который образует касательная с осью Ox. С другой стороны, 

im 07" ACT) See хо). Ax =Л (хо) 

Следовательно, /’(хо)= eo, о. Таким образом, производная функции 

lim tgp(Ax) = 

f(x) в точке ху равна угловому коэффициенту касательной (k = Bp 0 ) 

к графику Функции f(x) в точке М(хоу; /(хо)). 

Ф Пример 2. Найти угловой коэффициент касательной к параболе f(x) =x" 

в точке M(1/2;1) и угол между касательной в этой точке и осью Ox. 

Решение. Так как угловой коэффициент касательной к графику 

функции /(х)=х? в точке М(/2;1) равен значекию производной этой 

функции в точке х,=1/2, то задача и сводится к отысканию значения 

производной в этой точке. 

Ранее было установлено (см. пример 1), что /’(хо)=(х 2) =2х.. 
x=X о 

Подставляя 1/2 вместо хо, получаем /'(1/2)=2.1/2 =1. Следовательно, 
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угловой коэффициент касательной равен 1, т.е. K=1 или фу, =1 (Po — 

угол между касательной и осью Ох), откуда получаем искомый угол: 

фи= агс 1 =л/4. 

Если в некоторой точке производная равна нулю (k=0), то каса- 

тельная к графику функции в этой точке параллельна оси Ох, а если же 
производная обращается в бесконечность (А = ), то это значит, что ка- 
сательная в этой точке параллельна оси Оу. 

Ф Пример 3. Составить уравнение касательной к параболе /(х)=х? в 

точке 'М(12;1). 

Решение. Чтобы составить искомое уравнение касательной, доста- 

точно написать известное из аналитической геометрии уравнение прямой, 

проходящей через данную точку М(хо; yo), с данным угловым коэффи- 

циентом & 

У-Уо=Е(х-хо), 
и вместо & подставить значение производной функции /“(хо).-Подстав- 

ляя в уравнение координаты точки М(1/2;1) и значение производной 

функции /’(хо)= f'(1/2)=1 (см. пример 1), получим уравнение искомой 

касательной 

-1=i{x-3) ИЛИ + 
7 2 ant 

® Упражнение. Составить уравнение касательной к параболе 

Г(х)=4-х? в точке пересечения ее с осью Ох при x >0. Постро- 

ить параболу и касательную. (Отв. y=—4x +8.) 

Ф Пример 4. Составить уравнение касательной, проведенной из точки 

МА; - 3) к параболе f(x)=x?. 

Решение. Уравнение касательной к кривой /(х)= x? в точке 

(хо; Л(хо)) имеет вид 

У (хо) = Ло) (х-хо). (2) 

Так как f(x.)=x2, Г(хо)=2хо (см. пример 1) и эта прямая проходит 

через точку (x; у) = (1; - 3), то из (2) получаем 

—3-x2=2x,(1-x,). 

Из этого уравнения находим х=-1 или хо=3. 
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Если х,=-1, то Л (х)=хо= 1, f(*9)=2x9=—2 и уравнение ка- 

сательной принимает вид у—1=—2(х +1), т.е. у=-—2х-1. 

Если хо=3, то /(хо)=9, f'(x9)=6 и уравнение касательной Ta- 

ково: у=бх-9. | 

Таким образом, через точку М; - 3) к данной параболе можно про- 
вести две касательные. 

® Упражнение. Составить уравнения касательных к графику функции 

| 1 
f(x)= Ух, проходящих через точку (2; 3/2). (Отв. у 2х +5; 

] 
=—х+1. ya ) 

Отметим, что геометрический смысл производной играет важную 

роль в раскрытии многих понятий математического анализа и в решении 

ряда геометрических задач. 

3. Физический смысл производной. Предположим, что функция 

у = /(@) описывает закон движения материальной точки М по прямой 

линии, т.е. y= f(t) — путь, пройденный точкой от начала движения за 

время (. 

Л) 
NL. M 

. —_ 9 > 
о М —~ ; 

f (to) 0 Ay=f(t)-f(to) 

Puc. 57 

Тогда за время f, пройден путь y= / (3), а за время {| — путь 

у = Г (#1). За промежуток времени Af=ft,—f ) точка М пройдет отрезок 

А 
пути. Ay = f(t,)— f(to) = f(to + At)— f(to) (ис. 57). Отношение -, 

называется средней скоростью движения (у) за время Aft, а предел 
А 

отношения -. при At>Q определяет мгновенную скорость точки в 

момент времени 1, (у„). 
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$Ф Пример 5. Найти среднюю и мгновенную скорость в момент време- 

ни #о точки, прямолинейное движение которой задано уравнением 

у=\ (где у — путь, а { — время, tf > 0). 

Решение. За время {5 точка пройдет путь y= Jt, ,a3a время 11 — 

путь y= dt, . За промежуток времени Af =f,—f, точка пройдет отрезок 

пути АУ! — о = 10+ At о. Тогда средняя скорость движения 

точки на отрезке времени rei + At] равна 

У _ vito +At — Mao 
бер = a 

а мгновенная скорость движения в момент времени [ 0 

tim At — 

ura = У(0)= jin = fim At-+0 = Mave 

(cow filer. to 
= lim = 

Ar0 At( yf o+ At + to) 

= lim (tot At)—to _ 1 

У У ГР В to 

Понятие скорости, заимствованное из физики, удобно при исследо- 
вании поведения произвольной функции. Какую бы зависимость ни вы- 

Ay ражала функция y= f(x), отношение re средняя скорость измене- 

ния у относительно изменения x, а У’(хо) — мгновенная скорость изме- 

нения у при некотором x =X q- 

Ф Пример 6. Найти скорость свободно падающего тела в пустоте в 

некоторый фиксированный момент времени f. 

Решение. Из физики известно, что закон свободного падения тела 
2 

в пустоте определяется формулой 5 = = ‚ где © — постоянная величина. 

Придадим некоторому значению { приращение Af, тогда пройденный 

путь 5 получит приращение 
2 2 

5+ Ар STAD. _ att М+М 
2 2 2 
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Средняя скорость падения тела на отрезке времени [f; f+ Af] равна 

221 At + g(At) 
As 2 1 

и, =— = =—8(21+ 41), =F ) 5 8( ) 

а скорость падения тела в момент времени { 

и=5'(Г) = lim AS _ lim 1 (t+ At)= gt . 
7 At>O At 4-02 

Отсюда, в частности, следует, что скорость свободно падающего тела 
пропорциональна времени движения (падения). 

Значение производной состоит в том, что при изучении любых про- 
цессов и явлений природы с ее помощью можно оценить скорость изме- 
нения связанных между собой величин. 

Вопросы для самопроверки 

1. Дайте определение производной функции f(x) в точке x,. Какова роль по- 

нятия предела функции в определении производной? 
2. Каков геометрический смысл производной? 

3. Дайте определение касательной к графику функции у = f(x) в точке (ху; /(хо)) 

и напишите уравнение касательной. 

Каков физический смысл производной? 

5. Найдите скорость свободно падающего тела в пустоте в момент времени f. 

> 

Перед тем как перейти к вычислению производных отметим, что при 
выводе формул и практическом вычислении производных обычно пишут 

не хо, а просто х, но при этом х считают фиксированным. 

$ 4. Вычисление производных 

1. Правила дифференцирования. 

Теорема 2.6. Если функции u=u(x) и v=v(x) имеют произ- 

водные в точке ху, то сумма, разность, произведение и частное этих 

функций (частное при условии, что у(х)=*0) также имеют производ- 

ные в точке х\ и справедливы следующие формулы: 

(ини =иИчи’; (иги =uvt+u ; 

! ' ' 
(=) _ uv—Uw 

v2 
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2. Формулы дифференцирования. 

Г. (С) =0. 

ay a-l ; | ' 1 4 1 
IL (х ) =ах (а — любое число), в частности |—| =-—,, (vx} =—=. 

х 

Ш. (log, x) = ор, е, в частности (Inx) =— 
х 

ГУ. (a*)' =a" ша, вчастности (е*)=е*. 

У. (зшх)=со5х. УГ. (cosx) =—sinx. 

1 
УП. (tgx) = . УШ. (ctgx)' =-—;5 

cos? x sin“ x 

IX. (arcsin x) = , X. (агссозх) =— . 
1-х? 1-х? 

XI. (arctgx)' = 5 XI. (arcetgxy =—7 5 

3. Производная сложной функции 

Теорема 2.7. Если функция х =ф(!) имеет производную в точке 

to, а функция y= f(x) имеет производную в точке ху=ф(Е), то 

сложная функция f[p(t)] имеет производную в точке 1 у и имеет место 

следующая формула: 

Vito) = (хо) ф' (10). (1) 

Формулы дифференцирования вместе с правилами дифференцирова- 
ния суммы, разности, произведения, частного и правилом дифференцирова- 

ния сложной функции составляют основу дифференциального исчисления. 
Из правил и формул дифференцирования можно сделать важный вы- 

вод: производная любой элементарной функции также функция элемен- 
тарная. Таким образом, операция дифференцирования не ВЫВОДИТ ИЗ 
класса элементарных функций. 

4. Вычисление производных постоянней функции, степенной 

функции, показатель которой является целым положительным чис- 
лом, тригонометрических функций и логарифмической функции. 

Предварительно покажем, что постоянный множитель можно выно- 

сить за знак производной, т. е. (С.и)= Си’. Действительно, если v=C 

(С = const), то по формуле I и применяя теорему 2.6 к произведению 
Си, получим: 
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(С:и)=(С/и+Си =0-и+Си=Си, 

что и требовалось показать. 

Ф Пример 1. Используя правила и формулы дифференцирования, най- 
ти производную функции 

f(x)=5+x° +3x? +sinx + созх +2tgx —3ctgx +log,x+3lnx. 

Решение. Заданная функция есть алгебраическая сумма несколь- 

ких функций. Производная от алгебраической суммы по теореме 2.6 рав- 
на сумме производных каждого слагаемого, следовательно, получим 

f'(x)=(5+x° +3x? +sinx + cosx + 2tgx —3ctgx +10р. x+3lnx), 
HO 

(5) =0, (x°) =3x?, (3x7) =3(x?)' =3-2x = 6x, (sinx)' =cosx, 

(cosx) =—sinx, (2tgx) =2(tgx) = (3ctgx)' =3(ctgx)' =— TT 
cos*x sin” x 

7 1 , 7 3 (log, x) =—log,e, (Зшх) =3(Inx) =—. 
x x 

! . 2 3 1 3 
Итак, f'(x) = 3х? + 6x + созх —sinx + 5—~ +—5-— + —log, e+—. 

cos*x sin*x x x 

Ф Пример 2. Используя правила и формулы дифференцирования, най- 
ти производную функции f(x)=x-sinx. 

Решение. Для нахождения производной от произведения х на 

зшх надо использовать (см. теорему 2.6) формулу 

(изу) =иу+иу. 

Здесь u=x, и= зах. Тогда 

f(x) = (< :зшх) = (х) зтх+х (sinx) =1-sinx +x cosx =sinx + x cosx. 

Ф Пример 3. Используя правила и формулы дифференцирования, най- 

х2 —1 

2 ти производную функции I@)=— ие 

2 

6 оби ^ Решение. Чтобы взять производную от дроби 34] надо исполь- 

зовать (см. теорему 2.6) формулу 



При решении этого примера будем делать подробные записи, а в даль- 

нейшем от них откажемся. Надо научиться дифференцировать бегло, без 

промежуточных записей. Здесь и= х? —1, и=х? +1. Тогда 

(хе? +0207 - 10? +1) _ 1G? - 1G? +0267 - DIG’ +) _ 
(x? +1) (x? +1) 

Л(х)= 

_ (2x-0)(x? +1)—(x? -1(2х+0) _ 2x(x? +10-(7? -1:2х_ 

(x? +17 (x? +1) 

После очевидных упрощений окончательно получаем 

Л) = 
(х та 

® Упражнения. Найти производные следующих функций: 

1. /(х)= 4х? —3sinx +5 ctgx . (Отв. 20x*—3 cosx — 2 .) 
sin“ x 

— 124 
2. =] +31 . (Отв. .) F(x) = log, x og,x . (Ome ind 3° 

3. f(x) =4 cosx —2tgx+3. (Отв. —4sinx— 5 
COS XxX 

> 

5 ; 
f(x)=5Inx —7 cosx +tgx+ctgx.(Ome. —+7sinx —4 ctg2x .) 

x 

5. f(x)=x cosx. (Отв. cosx —x sinx.) 

6. f(x)=x7 арх. (Отв. x(sin2x +x)sec’ x .) 

2Inx +1 
7. f(x) =x? log.x. (Отв. I (x)= x“ log; x. (Ome. x 3 ) 

x 2+1 
8. Л) == 7 « (Отв. _ > +) 

= =D 
— 2 а — 9, f@=s +x gx, (Ome. sin x — x Fx cosx (Sins In x) ) 

хэш X 

10. f(x)=————.. (Ome. - 2+ sinx 
1+2sinx (1+ 2 sin x)’ 

x tex 1+x)(sin x cosx +x)— x7 sin 2x и. = Е. (Ome Ear ) ) 
(1+х2)? cos? x 
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5. Вычисление производных показательной функции и обратных 

тригонометрических функций. 

Ф Пример 4. Используя правила и формулы дифференцирования, найти 
производную функции 

Г (х) = 5* + агсзшх +3 arccosx + arctgx —3 arcctgx . 

Решение. Имеем 

Г’(х) = (5* +агсзшх + 3 arccosx + arctg x — 3 arcctg x)’ = 

= (5%) + cme + 3(arccosx)’ +(arctg x)’ —3(arcctgx) = 

1 
= 3° Ш5+——=== ; 5+ 3 5 = 

— —х2 Te 1+х 

2 4 
= 5* In5— + 

]—х2 1+x7- 

® — Упражнения. Найти производные следующих функций: 

1. f(x)=arcsinx + 6* + 5 агссозх . (Отв. 6* In6— ‘ .) 
1-х 

2. f(x)=x arccosx . (Отв. arccosx — - .) 
1-х 

| 2 
3. f(x) = arctgx —arcctgx . (Отв. x +) 

1+x 

4. f(x)=4e+ arctg x + arcsinx . (Отв. 4 ef} pe .) 
1+х ]—х2 

1+е* 2е* 
5. = Отв. Пят (От. т) 

6. Вычисление производной сложной функции. В теореме 2.7. 

рассматривалась сложная функция, где у зависела от { через промежуточ- 
ную переменную х. Возможна и более сложная зависимость — с двумя, 
тремя и большим числом промежуточных переменных, но правило диф- 
ференцирования остается прежним. 

Tak, например, если y= f(x), где х=ф(и), а и=ф(и) и v=), 

то производную y(t) следует искать по формуле 

Y(th= y(x)x(u)u(v) v(t). (2) 
Рассмотрим примеры дифференцирования сложной функции. 
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аг вх 
Ф Пример 5. Вычислить производную функции у=е 

Решение. Данную функцию можно представить в виде у=е’, где 

u=arctgx . Тогда, по формуле (2) 

y'(x)= y'(u) u(x) =e" —. 
1+х 

Заменив и на arctg x , окончательно получим 

1 

1+х 

arctg x , 
y(x)=e 5. 

Ф Пример 6. Вычислить производную функции y = tg?(x? +1). 

Решение. Данную функцию можно представить в виде y =u’, где 

u=tgv,av= x? +1. Используя формулу (2), получим 

Ух) = yu) u'(v) v(x) = (и) (въ) 2? += 
= 2изес?и.2х=2 te(x? +1) зес*(х? +1).2х = 

= 4х 42 (x? +1) зес?(х? +1). 

Разумеется, нет необходимости в таких подробных записях. Обычно 

результат следует писать сразу, представляя последовательно в уме про- 
межуточные аргументы. 

Tak, например, вычисление производной в последнем примере мож- 

но записать в таком виде: 

y'(x) = 2 tg(x* +1) (x? +1)'= 
co s?(x? +1) 

=2 te(x? +1): sec?(x? +1)-2x =4x te(x? +1) зес?(х? +1). 

® — Упражнения. Найти производные следующих функций: 

1. f(x)=sin3x. (Отв. 3 cos3x .) 

2. f(x) =sin(x? +5х+2). (Отв. (2х + 5) соз(х? +5х +2).) 

3. f(x) =sin?x . (Отв. зт2х.) 

4. Г(х) = эш?х. (Отв. 3sin’ x созх .) 

5. f(x)= cos!” x . (Ome. —100 зшх cos” x .) 

| 2х 

cos” (x? +3) ) 
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7. f(x)=Insinx. (Отв. ctgx.) 

8. f(x) =Intg5x . (Отв. 
sin 10x ) 

9. f(x)=e'8* . (Отв. e'8* sec? x .) 

2(x +1) _ 2 10. f(x) =In(x* + 2x). (Ome. x42)” ) 

11. f(x)=~x arctgx -=In( +х2). (Ome. arctg x.) 

12. f(x)=sin? хз. (Отв. 3x? sin2x? .) 

1 
13. f(x)= 

I) (1+cos4x) 

14. f(x)=sin* x +cos*x .(Ome. —sin4x .) 

‚ (Отв. = tg2x-sec!? 2x ) 

— 2 cos? x 

sin? x 
15. f(x)=—> 

Sin xX 

16. f(x)=2* +2540 . (Отв. 3-2 In2+5x4—2xe™ .) 

17. f(x)=x? e™* . (Отв. хе *(2-х).) 

18. f(x)=(x+2)e* . (Отв. е* (1-2х?-—4х).) 

19. /(х)= е!°°5*. (Отв. е!°°5* > .) 
COS x 

+ nto) ‚ (Отв. 

20. f(x)=ell™* . (Отв. =. ) 

21. f(x) =10°5™ 2*, (Отв. 105 2* in10-(—3 sin 2x sin4x).) 

22. f(x) =sin(2*). (Отв. 2*(In2) cos2" ).) 

23. f(x) =arccos(1—2x). (Ome. 

24. f(x) = arcsin(e™). (Отв. 

25. f(x)=arctgln(5x + 3). (Ome. 
(5x +3) [1 +1n?(5x + 3)] ) 

2 агсс (Их) 

1+х2 | 
26. f(x)= arcctg? 1 . (Отв. 

x 

82



27. f(x) = 1езшсозх . (Отв. 91 503 (6085) 
cos*(sin с0зх)_ 

28. f(x)=In°sinx . (Отв. 5 ctgx-In‘sinx .) 

7. Понятие логарифмической производной функции. Вычислим 

1 
производную функции у=Ш|х| (x#0). Так как (Шх)=-, а 

x 

( a 1 
= (последнее равенство получено на основании пра- 

x | 
(In(—x)) = 

вила  «афференцирования сложной функции), то производная функции 
выражается следующей формулой: 

r = (In| x|) =~. (3) 

Учитывая полученную формулу (3), вычислим производную сложной 

функции у = In| и| ‚ где и= f(x) — дифференцируемая функция. Имеем 

(ши == и” 7) 
ИЛИ 

(in| 7) = © (4) fx)” 
Производная от логарифма функции (in| f (x)|) и называется логариф- 

мической производной функции f(x). Для упрощения записи при лога- 

рифмическом дифференцировании знак модуля у функции f(x) можно 

опустить. 
В качестве примера вычислим с помощью логарифмической произ- 

водной производную показательно-степенной функции у= u(x)’ , где и 

и у — некоторые функции OT x (u> 0), имеющие в данной точке произ- 

водные и(х) и U(x). 

Так kak In y = v(x) ши(х), то по формуле (4) получим 

и(х) 
их). 

Учитывая, что у= и(х)"*), получаем следующую формулу для произ- 

водной показательно-степенной функции: 

y= ayo дичи melt (5) 

— =[v(x) Inu(x)]' = v'(x) Inu(x) + v(x) 
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Ф Пример 7. Вычислить производную функции у=х”. 

Решение. Данную функцию можно представить в виде 

y=u(x)’™, где и(х)=х и v(x)=x. Используя формулу (5), получим 

pax] inet st] =2* (ae). 
x 

® — Упражнения. Найти производные следующих функций: 

1. f(x)=x0™*, [ Ome пи cossinx +=]. 
x 

2. f(x) =(tgx)™*. [ Ome (tgx)P*(cosx- Intex + : ). 
COSX 

. . 1 2 

3. f(x)=(cosx)"*. ( Ome. 08x) coss -Incosx ——— з | 
cosx 

Производную показательно-степенной функции у= и(х)?®) можно 

вычислить и другим способом. Представим функцию в виде 

y =e) и вычислим у’: 

у' — [един ' — en) y(y)In и(х)|'= 

= > убош u(x) + v(x) и 

Подставляя у = u(x)? , снова приходим к формуле (5). 

Логарифмическая производная очень удобна при нахождении произ- 
водной степенной функции с любым вещественным показателем. 

8. Производная степенной функции с любым вещественным по- 

казателем. /Гроизводная функции y=x" (а — любое вещественное чис- 

ло) определяется формулой 

y=axt (6) 

Доказательство. Так как y=x", TO 

Iny=alnx. 

Используя формулу (4), получаем 

7 =felnx] =“. 
у x 

84



Отсюда, учитывая, что у=х“, получаем формулу для производной сте- 

пенной функции: 
у'= (х‘у=а-х“". 

Ф Пример 8. Вычислить производную функции /(х)= V1+cos?x . 

Решение. Данную функцию представим в виде | f(x)= 

= (1+ с05? ху? . Используя формулу (6), получим 

f(x)= = + cos’ x)/*! -2 cosx-(cosx)' = 

1 _ 
= —(1+ cos? x) 

i 1/2 sin 2x 

2 
-2 cosx*(—sinx)= ; 

2 v1+cos? x 

® Упражнения. Найти производные следующих функций: 

f(x)=x"* . (Отв. x'*~2(1-Inx).) ры
й 

e 

Nh
 _4f3,5 3 3 10 9 

ff (xy=Vx° += —- 42. (Ome. —=-—~+—. 
д x x ( 44/х x x! ) 

at _ 8 6 CJ 
О: ay (Ome ie i)? 

Inx +7 
. f(x) = Vx Inx . (Ome. ДС x шх. (Отв 74,6 ) $

 

arcctg x Vx 
5. f(x) =x arectg x . (Отв. We “Text .) 

vx 1 
6. f(x)= . (Отв. .) 

Vx +1 2 У Je + 1) 

_ 2 sin? x 
7..f(x)= /2х —sin2x . (Ome. ОиСТ 

8. f(x)=In +1+\/2+2х+3|. (О ) 
у (+ м Vx? +2х +3 

9. Па =6 \1-х? + агсзшх). (Отв. 1-х? .) 

10. f(x)=x arctg¥2x—-1- =— ‚ (Отв. arctg¥2x —1.) 
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_ 2 

11. =, + inte}. (Ome 2005 * } 
Sin xX 

Ux? 
12. f(x)=e8*" . (Отв. ze =) 

7 Vx 

COSX —_———— .) 
V1+sin? x 

13. f(x)= in(sinx +11 +sin? x ‚ (Отв 

14. f(x)= arcsin yx . (Ome. i .) 
2Vx—x? 

x+3 
ctg 

15. f(x)=5fInsin2 +> (Отв, >. 4 

4 

16. Лод = а+шя (От. “*>* 

17. f(x)= “eee vi-x?). (Ome. вх 

18. f(x)=% ‚(От я х arctg е° 5. (1+ el). SJarctee 5x ) 

9. Понятие производной л-го порядка. Как уже отмечалось в п. 1, 

производная /’(х) функции y= f(x) сама является некоторой функцией 

аргумента х. Следовательно, по отношению к ней снова можно ставить 
вопрос о существовании и нахождении производной. 

Назовем /’(х) производной первого порядка. 

Производная от производной некоторой функции называется произ- 

водной второго порядка (или второй производной). Производная от вто- 
рой производной называется производной третьего порядка (или треть- 
ей производной) и т. д. Производные, начиная со второй, называются 
производными высшего порядка и обозначаются так: 

у’, У", VO, Ys YO sums 
ИЛИ 

Го), Г"), FO), FO) 5 FPR), 
Производная n-ro порядка есть производная от производной 

(n—1)-ro порядка, т.е. у”) =(y" VY. 
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Производные высших порядков имеют широкое применение в физи- 
ке. Здесь мы ограничимся физическим толкованием второй производной 

Г”). Если функция y= f(x) описывает закон движения материальной 

точки по прямой линии, то, как известно, первая производная f(x) есть 

мгновенная скорость точки в момент времени х, а вторая производная в 

таком случае равна скорости изменения скорости, т.е. ускорению дви- 

жущейся точки в момент времени х. 

¢ Пример 9. Найти производные второго порядка от следующих функ- 

ций: 1) f(x) =3x" +4x> —5x* +6x —20; 2) И =—— ;3) f(x)=xvVx4+1. 
x 

Решение. 1)`Прежде всего находим первую производную: 

f'(x) = 12x? +12х? -10х+6, 

затем, считая первую производную функцией OT x, берем производную OT 
этой функции, получаем | 

f"(x) = (12x? +12x? —10x +6)! =36х2 +24х-10. 

* тогда f'(x)= НИТ = 
х+1°’ (x+1)? (х+1 

2) Имеем f(x)= . Берем про- 

1 
ИЗВОДНУЮ OT НКЦИИ ——;, получаем 

by (x +1) 

пед 
(1+х)? 

`_-2@&+1 __-2 
(x +1)" (x +1) | 

x x \) (3x42) 
3) f'(x)H=vx4+14+ о) =| Vx +1+———]| =| — = | ; 
I) 2х +1. Pe) | ‘ a a | 

| - 3х+2. 
3 2x +1 — 3x44 

A(x +1) A(x +141" Г’(х)= 

® Упражнения. Найти производные второго порядка от следующих 

функций: 

—x? -x? 2 1. f(x)=e° .(Ome. 2e~ (2x*—1).) 

2sin x 
2. f(x) =tgx. (Отв. z— +) 

COs x 

3. f(x)=ctgx . (Ome. 200s ) 
Sin xX 
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f(x)= arctg (Ome. 

x 

(4 _ x7)? .) 
f(x) = arcsin > ‚ (Отв. 

.f (x)= sin’ x . (Отв. 2cos2x .) 

. f(x) = cos? x. (Отв. —2c0s2x .) 

‚ f(x)=v14x? . (Отв. У 

. f(x)= arctg—. (Ome. ( = р .) 

. f(x) = In(2x —3). (Ome. ay: ) 

Найти производные третьего порядка OT следующих функций: © 

4(3х? — 4) 
(4+х?} | 

. /(х)=хе*. (Отв. е *(3—х).) 

. /(х)=е” созх . (Отв. —2е* (созх +зшх).) 

. f(x) =x? sinx . (Отв. (6-х?) созх — 6x sinx.) 

. f(x) = x22". (Отв. 2" (x? In? 2+ 9x? In? 2+18x In2+6).) 

. f(x) =x Inx . (Ome. -~3 . 

Вопросы для самопроверки 

Выпишите правила и формулы дифференцирования. 

. Почему операция дифференцирования не выводит из класса элементарных 
функций? 

Докажите, что (С-и)’ = Си’ (С — const). 

Сформулируйте теорему о производной сложной функции. 

В чем состоит прием логарифмического дифференцирования? 

. Выведите формулу производной для степенной функции с любым веществен- 
ным показателем. 

. Дайте определение второй производной функции f(x). 

. Раскройте физический смысл второй производной функции f(x). 
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$ 5. Исследование поведения функций 

и построение графиков 

1. Возрастание и убывание функций. Будем говорить, что функция 

F(x) не убывает (не возрастает) на множестве Х, если для любых x, и 

X>, принадлежащих Х, удовлетворяющих условию х,<х., справедливо 

неравенство f(x;) < /(х2) (f (x1) > f(x2)). 
Неубывающие и невозрастающие функции объединяют общим Ha- 

званием монотонные функции. 

Если для любых x, их,, принадлежащих X, удовлетворяющих ус- 

ловию х,<х)›, справедливо неравенство f(x1)< f(x2) (Л(х)> Л(х2)), 
то, как мы уже знаем, функция f(x) называется возрастающей (убываю- 

щей) на множестве Х. Возрастающие и убывающие функции называются 

также строго монотонными. 
Следующая теорема устанавливает важный для решения практиче- 

ских задач признак возрастания и убывания функции и указывает пра- 

вило для определения промежутков, на которых функция возрастает и 
убывает. 

Теорема 2.8. Если функция f(x) имеет производную в каждой 

точке на интервале (a, Б)и Г(х) > 0(Г'(х) < 0) на (а, Б), то функция 

f(x) не убывает (не возрастает) на (а, 6). 

Замечание. Теорема остается справедливой, если f(x) > 0 

(Г'(*) <0) на (а Б), то f(x) возрастает (убывает) на (a, Б). 

Правило. Для определения промежутков возрастания и убыва- 

ния следует решить неравенства f(x) >0и f'(x) < 0. 

При решении задач, в которых требуется определить промежутки 
возрастания и убывания функции, следует прежде всего определить об- 
ласть существования этой функции. 

Ф Пример 1. Определить промежутки, на которых функция f(x) = 

= х* -12х +11 возрастает и убывает. 

Решение. Область определения функции — вся числовая прямая. На- 

ходим производную функции /’(х)= 3х? — 12. Из неравенства 3х2 -12>0 

или x*>4, или Vx? >2, т.е. |x|>2 (либо x >2, либо x <—2), следу- 
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ет, что данная функция возрастает на интервалах (—%;—2) и (2;+%),a 

из неравенства 3х?-12<0 или x*<4, или Vx? <2, т.е. |х|<2 

(-2<х<2), следует, что данная функция убывает на интервале (—2; 2). 

® Упражнения. Определить промежутки, на которых возрастают и 
убывают следующие функции: 

1. /(х)= 3х? — 2х . (Отв. Возрастает на интервале (1/3, + ©) и убывает на 

интервале (—, 1/3).) 

2. f(x)=2-—3x+ x°. (Отв. Возрастает Ha (—©,—1) и на (1, +0) и убы- 

вает на (—1,1).) 

2. Отыскание точек локального экстремума функции. 
Определение 1. Точка ху называется точкой строгого локального 

максимума (минимума) функции f(x), если для всех x из некоторой 6 - 

окрестности точки хо выполняется неравенство Г(х)< К(хо) 

(f(x) > (хо) ) при х==ху (рис. 58). 

YA YA 
max 

| 
| | 

1 | e 

1 1 ! ! тт 
| [ | | 1 
| 1 | | 1 | 

| | | | [ 1 
| | | J | | 
| | | | 1 1 
! | ! 1 I | 
| | | | 1 | 
| | | 1 | | 
| | | | | | 
# 1 | > || 1 | 3 

О хо-д Хо Xot+d xX O хо-д Хо хо+0 Хх 

Рис. 58 

Локальный максимум (тах) и локальный минимум (min) объединя- 

ются общим названием локальный экстремум. — 
Из определения следует, что понятие экстремума носит локальный 

характер в том смысле, что в случае экстремума неравенство 

f(x) < (хо) (f(x) > f(x 9)) не обязано выполняться для всех значений 

х в области определения функции, а должно выполняться лишь в некото- 

рой окресности точки хо. Очевидно, функция может иметь несколько 

локальных максимумов, причем может так случиться, что иной локаль- 

НЫЙ максимум окажется меньше какого-то локального минимума. 
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Puc. 59 Puc. 60 + 

Теорема 2.9 (иеобходимое условие локального экстремума). 

Если функция f(x) имеет в точке ху локальный экстремум и диффе- 

ренцируема в этой точке, то f'(x9)=0. 

Теорема 2.9 имеет следующий геометрический смысл. Если x,, х› 

и X3 — точки локального экстремума и в соответствующих точках графика 

существуют касательные, то эти касательные параллельны оси Ох (рис. 59). 
Иногда такие точки называют стационарными; мы будем называть 

их точками возможного экстремума. Если точка ху — точка возможно- 

го экстремума, т.е. /’(х,)=0, то она может и не быть точкой локально- 

го максимума (минимума). Например, если f(x)= х?, то f(x)= 3x? =0 

при х=0, но тем не менее в точке х=0 нет локального экстремума 

(рис. 60). Поэтому мы их и назвали точками возможного экстремума, а 

условие f(x 9)=0 является лишь необходимым. Установим достаточное 

условие существования локального экстремума. 

Теорема 2.10 (достаточиое условие локального экстремума). 

Пусть функция f(x) дифференцируема в некоторой д-окрестности 

точки хо. Тогда, если f'(x)>0 ( f(x) <0) для всех x из (худ, хо), а 

Г’(х)<0 (Г@)>0) для всех x из (X9,X9 +0), то в точке ху функция 

f(x) имеет локальный максимум (минимум), если же Г'(х) во всей д- 

окрестности точки ху имеет один и тот же знак, то в точке Xo ло- 

кального экстремума нет. 

Другими словами, если f'(x) при переходе через точку хо меняет знак 
с + на-, то ху — точка локального максимума, если f(x) в точке ху меня- 

ет знак с — на +, то ху — точка локального минимума, если же знак /’(х) в 

точке хо не изменяется, то в точке X 9 экстремума не существует. 
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Задачи, в которых требуется найти, при каких значениях аргумента 
некоторая функция принимает наибольшее (наименьшее) значение, игра- 
ют важную роль в математике и ее приложениях. 

С математической точки зрения наиболее просты задачи, когда 
функция задается формулой и является при этом дифференцируемой. В 
этом случае для исследования свойств функции, определения участков ее 
возрастания и убывания, поиска точек локального экстремума сущест- 
венную роль играет производная. 

Ф Пример 2. Найти максимумы и минимумы следующих функций: 
2 х = 5;2) f (x) = 3х“ — 4x? —12х2+2;3) f(x) =(x—-2). 

Решение. 1) Область определения данной функции — вся число- 

вая прямая, так как х?—х+3>0 при любом х. Находим производную: 

3(2х-1) 
x)= 

Pe) (x? -x +3) 
возможного экстремума x =1/2. Исследовав знак f(x) Ha вспомога- 

. Решая уравнение 3(2x—1)=0, получаем точку 

тельном рисунке (рис. 61) в окрестности точки x =1/2, получаем, что в 

этой точке данная функция имеет локальный минимум, а /(1/2)=-1/11 — 

минимальное значение функции. 
2) Область определения данной функции — вся числовая прямая. 

Находим производную: f(x)=12x°—12x*—24x. Решая уравнение 

12х (х?-х-2)=0, получаем три точки возможного экстремума: x,=—1, 

x,=0 их.=2. Исследовав знак f(x) (рис. 62) в окрестности этих точек, 

получаем x,=—1 и х.=2 — точки локального минимума, а f(—1)=—3 и 

} (2) =-—30 — минимальные значения функции, х.=0 — точка локаль- 

ного максимума, /(0)=2 — максимальное значение функции в этой точке. 

3) Область определения данной функции — вся числовая прямая. 

Находим производную: f'(x)=5(x —2)*. Производная обращается в нуль 

в единственной точке х=2. Так kak f(x) положительна как слева, так и 

справа от этой точки, т. е. при переходе через точку x =2 знака не меня- 
ет, то данная функция не имеет точек экстремума. 

ft y 

Знак /’(х) ---| --- н+++ + > shan ана _ 
О 1/2 х 1 Ю 2 x 

Рис. 61 Рис. 62 
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® Упражнения. Найти максимумы и минимумы следующих функций: - 

1. f(x)=x шх. (Отв. При х=А — минимум, Ди == .) 
е е 

2 3 
2. Пя +2. (Отв. При х=-1 — минимум, 

f(-)=17/12; при х=0 — максимум, /(0)=2; при х=3 — ми- 

нимум, /(3)=—37/4.) 

3 x)= 1 - 

x =1 — максимум, /(1)=1/2.) 

4. f(x)=x*e™*. (Отв. При x =0 — минимум, /(0)=0; при х=2 — 

максимум, /(2)=4е?.) 

>. (Отв. При х=-1 — минимум, /(-1)=-У2; при 

Ф Пример 3. Определить размеры открытого бассейна с квадратным 

дном объемом 32 м’ так, чтобы на облицовку его стен и дна пошло 

наименьшее количество материала. 

Решение. Обозначим сторону основания через х, а высоту через у. 

Тогда’ объем Г бассейна будет равен V = x?y=32, а облицовываемая 

повёрхность 5 бассейна равна 5 = x7 +4 ух . Выражая у через x y= 32 И 

подставляя полученное выражение в формулу для поверхности, получаем 

S(x)= x? tae pax +, 0<x<+0, 

Таким образом, задача сводится к определению такого значения х, при 
котором достигает своего наименьшего значения функция 5(х). Вычис- 

лим производную функции S(x): 

S\(x) = 2x _8 . 
x 

128 
Решая уравнение 2x -—>-=0, получаем точку возможного экстре- 

х 
мума x =4. Исследуем знак производ- 

ной в окрестности этой точки (рис. 63). 5 
При 0<х<4 производная отрица- Знак S14) |------- + > 
тельна и функция S(x) убывает, при о] 4 х 
4 <х <+® производная положительна Рис. 63 
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и функция 5(х) возрастает. Следовательно, x = 4 — точка локального ми- 

128 
нимума, 5(4) = 42 + =48 — минимальное значение функции в этой 

точке. 
Итак, искомые размеры бассейна, наилучшие с точки зрения условия 

минимальности 5(х), х=4 м, у=2 м. 

® Упражнения 

1. Решеткой длиной 120 м нужно огородить прилегающую к дому прямо- 

угольную площадку наибольшей площади. Определить размеры площад- 
ки. (Отв. 30Х 60 м.) | | 
2. Из 32 спичек построить прямоугольник наибольшей площади. (Отв. 
Прямоугольник наибольшей площади получиться, если обе его стороны 

состоят из 8 спичек.) 

3. Определить наибольшую площадь прямоугольника, у которого одна 

сторона лежит на основании а данного треугольника, а две вершины — 
на боковых сторонах треугольника, если треугольник имеет высоту Й. 

(Отв. ah/4.) 

4. Из квадратного листа картона со стороной а вырезают по углам одина- 

ковые квадраты и из оставшейся крестообразной фигуры склеивается 

прямоугольная коробка. Какова должна быть сторона вырезаемого квад- 

рата, чтобы объем коробки был нибольшим? (Отв. а/б.) < 

5. Сечение тоннеля имеет форму прямоугольника, завершенного полукру- 

гом. Периметр сечения Р. При каком радиусе полукруга площадь сечения 

будет наибольшей? (Отв. Р/(4+л).) 

6. В прямой круговой конус радиуса К и высоты й вписан цилиндр наи- 

4 
большего объема. Найти этот объем. (Отв. тя! .) 

7. В шар радиуса К вписан цилиндр наибольшего объема. Найти этот объ- 

4nR° 
em. (Ome. в .) 

8. Из сектора круга радиусом А свертывается коническая воронка. При 

каком центральном угле она имеет наибольший объем? (Отв. 2n/2/3 .) 

9. Даны точки A(0;3) и В(4; 5). На оси Ох найти точку, сумма расстоя- 

ний которой до точек A и В наименьшая. (Отв. (3/2; 0).) 

10. Разложить число 10 на два слагаемых так, чтобы произведение их бы- 
ло наибольшим. (Ome. 5 и 5.) 
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3. Направление выпуклости и точки перегиба графика функции. 

Пусть функция y= f(x) дифференцируема на интервале (а, 5). Тогда 

существует касательная к графику функции y= f(x) в любой точке 

M(x; f(x)) этого графика (а<х<Ь), причем касательная не параллель- 

на оси Оу, поскольку ее угловой коэффициент, равный f'(x), конечен. 

Определение 2. Будем говорить, что график функции y= f(x) 

имеет на (a, b) выпуклость, направленную вниз (вверх), если он располо- 
жен не ниже (не выше) любой касательной к графику функции на (a, b) 

(рис. 64). 

YA YA 

| | Вверх 
‘ ! ( | 

| 1 1 | 

[ 1 | | 

| | | | 

| | | | 

| | 1 | 

| | j | 
| | | [ 

| | | | 

1 1 > 1 | > 

ol a b x ОГ а bx 

Puc. 64 

Из определения следует, что на участке выпуклости касательные к 
графику функции не пересекаются с самим графиком и имеют с ним лишь 
точки касания. 

Теорема 2.11. Если функция у = f(x) имеет на интервале (а, 5) 

вторую производную и Г"(х) > 0 ( }"(х) < 0) во всех точках (а, b), mo 

график функции y= f(x) имеет на (a, b) выпуклость, направленную вниз 

(вверх). 

Определение 3. Точка М(хо; /(хо)) называется точкой перегиба 

графика функции y= f(x), если в точке М график имеет касательную, 

и существует такая окрестность точки хо, в пределах которой график 

функции y= f(x) слева и справа от точки ху имеет разные направле- 

ния выпуклости. 

Очевидно, что в точке перегиба касательная пересекает график 
функции, так как с одной стороны от этой точки график лежит под каса- 
тельной, а с другой — над нею, т. е. в окрестности точки перегиба график 
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vA УА 

O O ох 

Рис. 65 Рис. 66 

функции геометрически переходит с одной стороны касательной на дру- 
гую и «перегибается» через нее. Отсюда и произошло- название точка 
перегиба (рис. 65). 

Теорема 2.12 (необходимое условие точки перегиба). /Густь 

график функции y= f(x) имеет перегиб в точке М(ху; 1 (хо)) и пусть 

функция f(x) имеет в точке ху непрерывную вторую ‘производную. 

Тогда f"(x) в точке ху обращается в нуль, т.е. /"(хо)=0. 

Следует заметить, что не всякая точка М(хо, /(хо)), для которой 

ХГ”(х о) = 0, является точкой перегиба. Например, график функции f(x) = x4 

не имеет перегиба в точке (0; 0), хотя /”(х)=12х? =0 при x =0 (рис. 66). 

Поэтому равенство нулю второй производной является лишь необходи- 

мым условием перегиба. Такие точки М(х с; /(о)) графика, для кото- 

рых /”(хо)=0, будем называть критическими. Необходимо дополни- 

тельно исследовать вопрос о наличии перегиба в каждой критической 
точке, для чего следует установить достаточное условие перегиба. 

Теорема 2.13 (достаточное условие точки пёрегиба). Пусть 

функция f(x) имеет вторую производную в некоторой окрестности 

точки хо. Тогда, если в пределах указанной окрестности f"(x) имеет 

разные знаки слева и справа от точки ху, то график y= f(x) имеет 

перегиб в точке М(ху; Г(хо)). 

Замечание. Теорема остается верной, если f(x) имеет вторую 

производную в некоторой окрестности точки ху, за исключением самой 

точки хо, и существует касательная к графику функции в точке М. Тогда, 
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если в пределах указанной окрестности f"(x) имеет разные знаки слева и 

справа от точки хо, то график функции y= f(x) имеет перегиб в точке 

M(x 9; Г(х )). Доказательство данного факта аналогично доказательству 

теоремы. 

Рассмотрим пример: / (х)=х!З. Эта функция в точке х=0 имеет 

бесконечную производную, а касательная YA 

к графику функции в точке O(0; 0) совпа- 

дает с осью Оу. Вторая производная в 1 
точке х= 0 не существует. Однако гра- y= x3 

фик функции f(x) = х!3. имеет перегиб в 

точке O(0; 0), так как вторая производная _» 

О x , 21. 
f 2) 958 имеет слева и справа от 

точки х = 0 разные знаки (рис. 67). 
Итак, вопрос о направлении выпукло- 

сти и точках перегиба графика функции | 

исследуют с помощью второй производной. Рис. 67 

Ф Пример 4. Найти интервалы выпуклости и точки перегиба графика 

функции /(х)=х?+х+5. 

Решение. Область определения функции — вся числовая прямая. 

Находим производные: /’(х)=2х+1; /”(х)=2>0. Так как /”(х)>0 

при любом значении x, то график функции имеет на интервале (— %; + 0) 

выпуклость, направленную вниз. Точек перегиба нет. 

Ф Пример 5. Найти интервалы выпуклости и точки перегиба графика 

функции f(x) = 2х? +3х. 

Решение. Область определения функции — вся числовая прямая. 

Находим производные: /’х)= 6х? +3; f"(x)=12x. Из уравнения 

12х =0 получаем одну критическую точку х=0. Отметив точку х=0 

на вспомогательном рисунке (рис. 68) и исследовав знак /”(х) в ее окре- 

стности, получаем слева от точки х=0 f"(x)<O (график направлен 

выпуклостью вверх), а справа — y 

f'(x)>0 (график направлен выпук- | 7 

лостью вниз). Таким образом, при Знак /"(х)- - --- О+++++++++х 

переходе через точку х=0 /”(х) рис. 68 
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меняет знак. Согласно теореме 2.13 точка с абсциссой х=0 является 
точкой перегиба графика рассматриваемой функции. Ее координаты 
(0; 0). Кроме того, ясны и интервалы выпуклости: (—°%, 0) и (0, +0). 

® — Упражнения. Найти интервалы выпуклости и точки перегиба гра- 

фика функций: 

1. Г(х)=х? -— 6х? +x. (Отв. При х=2 — точка перегиба, Ha (—, 2) — 

выпуклость вверх, на (2, + ©) — вниз.) 

2. f(x)=x' + 2x? +12x? —5x +2. (Отв. При х=-2 и x=1 — точки 

перегиба, на (—%,—2) — выпуклость вниз, Ha (—2,1) — вверх, на 

(1, +) — вниз.) | 

3. f(x)=(x—-1)*. (Отв. На (-, +0) — выпуклость вниз, точек переги- 

ба нет.) 

2x? 
4. LH)=- 5. (Отв. При х=-1 и x=1 — точки перегиба, на 

+x 

(-°©, —1) — выпуклость вверх, на (—1,1) — вниз, на (1,+%) — 

вверх.) 

5. /(х)= 2х? +шх. (Отв. При х=1/2 — точка перегиба, на (0,1/2) — 

выпуклость вверх, Ha (1/2, +) — вниз). 

6. f(x)=x arctg x . (Отв. На (—®, +) — выпуклость вниз, точек пере- 

гиба нет.) 

4. Схема исследования графика функции. Изучение заданной 

функции и построение ее графика целесообразно проводить в следующем 
порядке: 

1) Найти область определения функции; 

2) Найти точки пересечения графика функции с осями координат; 

3) Найти точки возможных экстремумов; 

4) Найти критические точки; 

5) С помощью вспомогательного рисунка исследовать знак первой и 

второй производных. Определить участки возрастания и убывания функции, 
найти направление выпуклости графика, точки экстремума и точки перегиба; 

6) Построить график, учитывая исследование, проведенное в п. 1)—5). 

При этом в начале исследования полезно проверить, является ли 
данная функция четной или нечетной, чтобы при построении использо- 
вать симметрию графика относительно оси ординат или начала координат. 
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Ф Пример 6. Построить по изложенной выше схеме график функции 

f(x)=x? —3x. 

1) Область определения данной функции — вся числовая прямая. 

2) Точки пересечения с осями координат: (—УЗ 30), (В; 0). Кривая 

проходит через начало координат. 

3) Для нахождения точек возможного экстремума вычислим первую 
производную функции: 

f(x) = 3х? -3=3(x?-1). 

Решая уравнение 3(х?-—1)=0, получаем две точки возможного экстре- 

мума: х=-—1их.=1. 

4) Для нахождения критических точек вычислим вторую производную: 

Г”) = 6x. 

Из уравнения 6x = 0 получаем одну критическую точку: O(0; 0). 

5) Строим вспомогательный гра- у 
фик и исследуем знак первой и второй Знак /(х) + +_y - 1. Tat tte 
производных (рис. 69). Точки возмож- Знак "(я --„- О +++ >. 
ного экстремума, подлежащие рас- 
смотрению: x,=—1 и x,=1 — раз- Рис. 69 
деляют область существования функции на интервалы: (—©,—1), (—1,1) 

и (1, +0). В каждом из этих интервалов производная сохраняет знак: в 

первом — плюс, во втором — минус, в третьем — плюс (в этом можно 
убедиться, взяв в каждом из них произвольное значение х и вычислив при 
нем значение /’(х)). Последовательность знаков f(x) запишется так: 

+, —, +. Получаем, что функция Ha 

(—<, —1) возрастает, Ha (—1,1) убыва- 

ет, а на (1, +) снова возрастает. To4- 

ки экстремума: максимум при х=-1, 
причем f(—1)=2; минимум при x =1, 

причем /(Г)=-2. Далее, отметив кри- 

тическую точку х=0 на вспомога- 
тельном графике (рис. 69) и исследовав 

знак /”(х) в ее окрестности, получаем: 

слева от точки х=0 производная 

Г”(х) <0 (график направлен выпукло- 
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стью вверх), а справа — /”(х)>0 (график направлен выпуклостью 

вниз), т.е. точка O(0;0) является точкой перегиба графика рассматри- 

ваемой функции. 

6) По полученным данным строим эскиз графика (рис. 70). 

® — Упражнения. Построить графики функций: 

1. f(x) =12x—x?. (Ome. При х=2 — максимум, /(2)=16; при 

x =—2 — минимум, /(-2)=-16; при x =0 — точка перегиба.) 

2. Г) = х3/3+х2. (Отв. При х=-2 — максимум; f(-2)=4/3; 

при х=0 — минимум, /(0)=0; при x =—1 — точка перегиба.) 

3. f(x) =x3/3—x? -Зх. (Отв. При х=-1 — максимум, f(-)=5/3; 

при x =3 — минимум, /(3)=-9; при x =1 — точка перегиба.) 

4. Г(х)=х?+6х? +9х. (Отв. При х=-3 — максимум, Г(-3)=0; 
при x =—1 — минимум, f(—1)=—4; при x =—2 — точка перегиба.) 

5. Г) = х*/4+х?. (Отв. При х=-3 — минимум, /(-3)=-27/4; 

при x =—2 ипри x =0 — точки перегиба.) 

6. /(х)=х‘/4-хЗ/3. (Отв. При х=-1 — минимум, f(1)=-1/12; 
при х =0 ипри x = 2/3 — точки перегиба.) 

7. Г(х)=х“/4-2х2. (Отв. При x=+2 — минимум, /(+2)=-4; 

при x =0 — максимум, /(0)=0; при x =+2/V3 — точки перегиба.) 

8. f(x)=3x°—5x°?. (Ome. При х=-1 — максимум, f(-1)=2; 

при x =1 — минимум, /(1)=-2; при х=0и x=+1//2 — точки пере- 

гиба.) 

9. Г) =x°/5—x* +x. (Отв. При x=1 — максимум, /(1)=0,2; 

при х=3 — минимум, f(3)=—5,4; при х=0, при х=1/2 и при 

x = 5/2 — точки перегиба.) |
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14. 
15. 

2.1. 

2.2. 

2.3. 

2.4. 

2.5. 

2.6. 

2.7. 

Вопросы для самопроверки 

Какие функции называются монотонными? 
Сформулируйте теорему 2.8 для случая возрастания функции. 
Дайте определение локального экстремума функции. 
Может ли функция иметь несколько локальных экстремумов? 
Может ли локальный максимум некоторой функции оказаться меньше какого- 

то локального минимума этой же функции? 
Что такое точки возможного экстремума функции? 
Сформулируйте теорему, выражающую необходимое условие экстремума. 
Покажите на примере, что это условие не является достаточным. 
Сформулируйте теорему, выражающую достаточное условие экстремума 

функции. 
Дайте определение направления выпуклости графика функции. 

. Сформулируйте теорему, с помощью которой решается вопрос о направлении 

выпуклости графика функции. 
Дайте определение точки перегиба графика функции. 
Сформулируйте необходимое условие точки перегиба графика функции. По- 
кажите на примере, что это условие не является достаточным. 
Какие точки называются критическими? 
Сформулируйте достаточное условие точки перегиба графика функции. 

Приведите схему построения графика функции. 

$ 6. Контрольные задачи 

При каких значениях х касательные к графику функции у= х-х парал- 

лельны прямой у=х? 

Под каким углом к оси Ох кривая у = 2х —х пересекает ось Оу? 

—х 
В точках (0; 0), (2; 1), (4; 0) проведены касательные к параболе у = i 

Найдите углы их наклона к оси Ox. 
| 3 

х +1 
Напишите уравнение касательной к графику функции у = в точке его 

пересечения с осью абсцисс. 

Найдите угол наклона к оси Ох касательной к гиперболе xy =1 вточке (1;1). 

3 
ах-х 

При каком значении а кривая у= пересекает ось Ох под углом 45° 

(хотя бы в одной из точек пересечения)? 

Является ли прямая у = 3x —4 касательной к кривой у =х-27 
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2.8. Составьте уравнение касательной, проведенной из точки М (- 1; 3) к гипер- 

боле y=1/x. 

2.9. Даны две параболы y = 8 — 3x - 2х? и у=2+9х -— 2х?. Найдите уравнение 

прямой, которая касается обеих парабол. 

2.10. Даны две прямые у=-х и у= 5х — 6. Найдите значения параметров а и J, 

при которых обе данные прямые касаются параболы у = x tax+d. 

2.11. Окружность задана уравнением x? + у? —4х =0. Найдите уравнения каса- 

тельных к ней в точках ее пересечения с осью Ох. 

2.12. Точка движется прямолинейно по закону 5 = П-27 +4. Найти скорость и 

ускорение движущейся точки в момент вбемени f = 5 с. (5 — в метрах). 

2.13. Уравнения прямолинейного ‘движения двух точек имеют вид: 51 = п , 

5) = 21 (t —время, s, и 5, — расстояния, пройденные первой и второй 

точками за время 1). Сравните мгновенные и средние скорости этих двух TO- 

чек на промежутке 0 < {< 1. 

x’ sinx 
2.14. Вычислить производную функции: 1) /(х)=х\/1-х;2) f(x)= ; 

х 

2х 
3) f(x) = arcsin >. 

1+х 

2.15. Найдите наилучший вариант изготовления консервной банки фиксирован- 
ного объема 7, имеющей форму прямого кругового цилиндра, и наимень- 
шую поверхность 5 (на ее изготовление должно пойти наименьшее количе- 
ство жести).



Глава 3. Интегрирование 

$ 1. Первообразная и неопределенный интеграл 

1. Понятие первообразной функции. Одной из основных задач 

дифференциального исчисления является отыскание производной задан- 

ной функции. Разнообразные вопросы математического анализа, его мно- 

гочисленные приложения к геометрии, механике, физике и технике при- 
водят к решению обратной задачи: по данной функции f(x) найти такую 

функцию F(x), производная которой была бы равна функции f(x), т. е. 

Е(х) = f(x). 
Восстановление функции по известной производной этой функции 

составляет одну из основных задач интегрального исчисления. 

Определение 1. Функция Е(х) называется первообразной для 

функции f(x) на некотором промежутке X, если для всех значений х из 

этого промежутка выполняется равенство F'(x)= f(x). 

Рассмотрим примеры. 

1. Функция Р(х)=зшх является первообразной для функции 

f(x) = созх на всей прямой, так как при любом значениих (зшх)’ = созх. 

2. Функция Е(х)= x? является первообразной для функции f(x) = 3x? 

на всей прямой, ибо в‘каждой точке x (x? y= 3x7, 

3. Функция Р(х)= \1-х? является первообразной для функции 

x 
f(x)=- на интервале (— 1; + 1), так как в любой точке x этого 

1-х 

ал (V1- = . интервала х Jot 

Задача отыскания по данной функции f(x) ее первообразной реша- 

ется неоднозначно. Действительно, если F(x) — первообразная для 

f(x), т.е. F(x)= f(x), то функция F(x)+C, где С — произвольная 

постоянная, также является первообразной для f(x), так как 
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[F(x)+C]'= f(x) для любого числа С. Например, для f(x)=cosx пер- 

вообразной является не только зшх, но и функция зшх+С, так как 
(sinx +C) = созх. 

Теорема 3.1. Если F(x) — первообразная для функции f(x) на 

некотором промежутке X, то любая другая первообразная для f(x) на 

том же промежутке может быть представлена в виде F(x)+C, где С — 

произвольная постоянная. 

Из теоремы следует, что множество функций Р(х)+С ‚ где F(x) — 

одна из первообразных для функции f(x), а С — произвольная постоян- 

ная, исчерпывает все семейство первообразных функций для f(x). 

2. Неопределенный интеграл. 

Определение 2. Если функция Е(х) — первообразная для функции 

F(x), то множество функций F(x)+C, где С — произвольная посто- 

янная, называется неопределенным интегралом от функции f(x) и обо- 

значается символом — 

[705 dx ) = F(x)+C. 

При этом функция f(x) называется подынтегральной функцией, f(x) dx — 

подынтегральным выражением, а переменная x — переменной интегри- 
рования. 

Символ | f(x)dx обозначает, таким образом, совокупность всех 

первообразных для функции f(x). 

Восстановление функции по ее производной или, что то же, отыска- 
ние неопределенного интеграла по данной подынтегральной функции 
называется интегрированием этой функции. Интегрирование представля- 
ет собой операцию, обратную дифференцированию. Для того, чтобы про- 

верить, правильно ли выполнено интегрирование, достаточно продиффе- 
ренцировать результат и получить при этом подынтегральную функцию. 

Ф Пример. Проверить, что | 3x? dx =x°+C. 

Решение. Дифференцируя результат интегрирования (x? + CY =3x?, 

получаем подынтегральную функцию. Следовательно, интегрирование 
выполнено верно. 

') Читается: «неопределенный интеграл f(x) на dx». 
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® Упражнения. Проверить, что: 

1. [созх dx == sinx+C. 2. [е-2*ах 12+. 
2 

ах 3 x4 
3. | =t x+C. 4. x dx =—+C. 

7 cos’ x J 4 

5. | Os arctgx+C. 6. [a* dx = _+С. 
1+х Ina 

2 2 

d 1 
7. | - = —arctg~+C. 

x“+a° 2 a 

3. Основные свойства неопределенного интеграла. Из определе- 

ния неопределенного интеграла непосредственно вытекают следующие 

его свойства. 

1°. Производная неопределенного интеграла равна подынтегральной 

функции, т. е. ` 

(f(x) dx) = Го. 

Действительно, ([ F(x) dx ) =(F(x)+C) = F'(x)= f(x). 

2°, Постоянный множитель можно вынести из-под знака интегра- 

ла, т. е. если К =const #0, то 

[es с) dx = Е [ f(x) ах. 

Действительно, пусть F(x) — первообразная для функции f(x), 

т.е. Е'(х)= f(x). Тогда АЕ(х) — первообразная для функции kf(x): 

(kKF(x)) =ЕЕ'(х) = ЕГ(х). Из определения следует, что 

Е [ f(x) ах = kLF(x)+ C]=kF(x)+ Су = [kf (x) ах, 

где C,=kC. 

3°. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы двух функций 
равен алгебраической сумме интегралов от этих функций отдельно, т. е. 

[LG + a(x) dx = Год dx + [80 ах. 
В самом деле, пусть F(x) и G(x) являются первообразными для 

функций f(x) и g(x): F(x)= f(x), С’(х)= &(х). Тогда функции 
F(x)+ G(x) являются первообразными для функций f(x)+ g(x). Следо- 

вательно, 
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[Уобах + [86 dx =[F(x) + C]41G(x) + ©] = 
=[F(x)+G(x)]+[G + G]=[F(x)+ G(x)]+C= 

= [L/(x)+ g(x) dz. 
Отметим, что это свойство справедливо для любого конечного числа 

слагаемых функций. 

4. Таблица основных интегралов. Приведем таблицу основных ин- 
тегралов. Часть формул этой таблицы непосредственно следует из опре- 
деления интегрирования как операции, обратной дифференцированию, и 
таблицы производных. Справедливость остальных формул легко прове- 
рить дифференцированием. 

а+1 

I. [x* dx == +С (a#-1). IL. [=tlxiec. 
а+1 х 

м. | dx =arcsinx+C. 
V1—x? 

: x а” x x у. fa* dx =——+C (O<a#l). VL fe dx =e +C. 
Ina 

УП. [sinx dx =-cosx+C. УШ. [созх dx =sinx+C. 

IX. os =tgx+C. Х. {Ss =-—ctgx+C. 
cos” x sin“ x 

XI. {Sy “С (а=0). 
x? — а? № ta 

хи. | 
ах х 

xm |-;^ 5 = —aret *+C. XIV. | ———— = arcsin—+C. 
x? +a" а к а 

Интегралы, содержащиеся в этой таблице, принято называть таблич- 
ными. 

sete oaF se 

Отметим некоторые частные случаи формулы I: 
2 

fi-dx =x+C (a=0); Jrdx=—+C (a=1); 

‚ ах __1 
[= +с [= >| 
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В формуле II вместо Г 4х для краткости написано [= вообще 
Xx x 

означает 
ф(х) he 

Приведем еще одну очевидную формулу: | 0. 4х =С, т. е. первооб- 

разные от функции, тождественно равной нулю, есть постоянные. 

Вопросы для самопроверки 

Дайте определение первообразной для функции f(x) на промежутке X. 

Приведите примеры функций, имеющих первообразные. 
В чем состоит смысл действия интегрирования? 
Объясните, почему при интегрировании появляется произвольная постоянная. 
Дайте определение неопределенного интеграла. 
Перечислите основные свойства неопределенного интеграла. 
Докажите свойство 3° для суммы из трех слагаемых функций. 
Каким образом составляется таблица основных интегралов. 
Укажите табличные интегралы, которые получены из таблицы производных 
действием, обратным дифференцированию. 

я
я
 

$ 2. Основные методы интегрирования 

1. Непосредственное интегрирование. Вычисление интегралов с 
помощью таблицы простейших интегралов и основных свойств неопре- 
деленных интегралов называется непосредственным интегрированием. 

| 1 .4 ) 
— 2 —_ === Ф Пример 1. Вычислить интеграл | (боовх+2 - 3x° + eal dx 

Решение. Применив свойства 2° и 3°, имеем 

{ (Seosx+2-31? += в. ) dx = 
x x +1 

= 5 [созх dx +2 [ах - -3 |=? ax + | = [= 

Далее, используя соответственно формулы VIII, I, Il, Ш таблицы основ- 

ных интегралов, находим 

5 |cosx dx =5(5шх+С,) = 5$тх+5С; 

` 

2 [dx =2(%+С,)=2х+2С,; 
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x21! 

3 Pax =3/ 
2+1 

+ с, = х? +3С;; 

[7 =щы+ Се: 

x 

dx a 2] = 4(arctgx + C;) = 4arctgx + 4C, . 

Таким образом 

1 
| (Scosx+2-3:? + в. ) dx = 

x х+1 

3 = 5sinx + 2x — x? +In|x|-4arctgx +(5C, + 2C, +30, + C,+4C.). 

Обычно все произвольные постоянные суммируют, результат обозначают 

одной буквой С=5( +2С, +3C, +С. + 4C;., поэтому окончательно получаем 

{ (Seosx+2-31? += в. ) dx = 
x х+1 

= 5sinx + 2x — x? +In|x|—-4arctgx+C. 

Правильность полученного результата легко проверить дифференцирова- 
нием. (Сделайте это самостоятельно.) 

Ф Пример 2. Вычислить интеграл | т 
16-х 

Решение. Интеграл табличный. Поэтому можно переходить к не- 

посредственному интегрированию. По формуле XIV, где а = 4 , получаем 

| dx _ Xx 
>= = arcsin—+C. 
V16—x? 4 

Непосредственно вычислить интегралы с помощью таблицы Ha прак- 
тике удается довольно редко. Приходится предварительно подынтеграль- 
ное выражение тождественно преобразовывать таким образом, чтобы в 
результате получить табличные интегралы. 

dx 
. 2 sin“ x COS 

Ф Пример 3. Вычислить интеграл | 5 7 

Решение. Интеграл не табличный, поэтому преобразуем ero. Tak 

как 1 = Ш x + cos’x , то интеграл можно записать в виде 

dx sin? x + cos? x 1 1 
- 2 2 - 2 7 dx = +] 4х. sin” x COs” x sin” x cos~ x cos’x sin“x 

Применяя свойство 4°, имеем 
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а & - |+ [9 

cos?x sin’ x cos? x sin? x 

‚Получили два табличных интеграла. По формулам [Х и Х находим 

_ ах dx dx 

J sin” x cos” x COS” x sin” x 

Ф Пример 4. Вычислить интеграл tg? хах. 

Решение. Так как te? x = . —1, то : 
cos’ x 

fre ax = | ( ы _ ) dx = ox - [dx . 
COs’ x cos” x 

По формулам IX и I получаем 

fre?xax = | © - [dx =tgx-x+C. 
COS’ x 

wos 2 

Ф Пример 5. Вычислить интеграл tex 5 
x*(1+ x") 

Решение. Так kak 1+ 2x” =(1+ x*)+x’, то 

[a= ix = tse as | 1+x? 

x*(1+x7) - x*(1+ x7) x*(1+x7) 

2 x dx dx 
+ 5 5 4х = zt 5. 

x°(1+ x“) x 1+х 

По формулам Ги Ш получаем 

1+ 2х2 [= | dx 1 
dx =| — + =-—+arctgx+C. 

[as x? 1+ x? x ote 

Таким образом, мы видим, что для интегрирования недостаточно 
просто знать формулы и уметь их применять, необходим еще и опыт, ко- 
торый постепенно приобретается в процессе решения примеров. | 

® Упражнения. Применяя метод непосредственного интегрирования, 

вычислить следующие интегралы: | 

3 44 12. 
1. [©? +372 4x41) dx ‚ (Отв. + ,, С) 

3 4 2 
5 

2. ен) dx . (Отв. ся +24-vx——+Hn|x/+C,) 
x" Xx 0х 
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3. ия ах. (Отв. 2arctgx — Загсзшх+С.) 
l+x? \_х2 

x x 

. [2 +3") dx. (Ome. 2-+2 
№02 03 

>
 +С.) 

Ра
 

x 
. fe(2- . 3 dx . (Отв. 2e"+—5+C.) 

=
 . [(<шх+ 5cosx) dx . (Отв. —cosx + Ssinx +C.) 

ы 2 

7. (sin= + cos) dx . (Отв. x —cosx+C.) 

г 
cos2x 

J cos? x sin? x 

Гх x? | 
> dx . (Ome. 3 et arctex+C.) 

dx . (Отв. —(tgx+ctgx)+C.) 

J 1+х 

ГЗ— 202 x 

] cos? x 

1—sin’ 
11. = ~ dx . (Ome. cosx —ctgx+C.) 

J sin*x 

12. ote? x dx. (Отв. —(ctgx+x)+C.) 

4х. (Отв. 3tgx+2ctgx+C.) 

1 
13. { sin? ax . (Отв. 3% sinx)+C.) 

14 x? ~Vi-x? 
14. - dx . (Отв. arcsin x —In|x+V1+x"|+C.) 

J v1—x! 

Г. = 

15. 9х. (Отв. x—arctgx+C.) 
, 

16. (ote | ax. Ome. Е: >) in x+Vx4+5/4+C 
J Kx? -25 eee 10 |x+5 | 5| ) 

17 ен. (Отв. arcsin= +—= arctg——+C.) 
J \V4- x? xy +3 ZB Be 

Г 

1s, [* pax (Ome. x+>In\~—41+C,) 
J x? — 2 х+1 
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-2. Метод подстановки. Во многих случаях введение новой перемен- 

ной интегрирования позволяет свести нахождение данного интеграла к 

нахождению табличного, т. е. перейти к непосредственному интегрирова- 

нию. Такой метод называется методом подстановки или методом заме- 

ны переменной. В его основе лежит следующая теорема. 

Теорема 3.2. Пусть функция x= p(t) определена и дифферен- 

цируема на некотором промежутке Т и пусть Х — множество значений 
этой функции, на котором определена функция f(x), т. е. на Т опреде- 

лена сложная функция f[p(t)]. Тогда если на множестве Х функция 

J (x) имеет первообразную F(x), то справедлива формула 

пов] = ffle@le (ae. (1) 

Формула (1) называется формулой замены переменной в неопреде- 
ленном интеграле. 

Из формулы (1) следует, что для вычисления интеграла | f(x) dx с по- 

мощью подстановки x = y(t) надо в функции f(x) заменить x через ф(Г) и 

положить dx = ф' (1) 4 . При этом получаем искомую функцию, выраженную 

через переменную г. Для возвращения к переменной x необходимо заменить { 
значением {= W(x), которое находится из соотношения x = P(t). 

Если функция x = p(t) имеет обратную функцию ft = w(x), то из (1) 

следует формула 

Го dx = ева, 
т. е. формулу (1) можно применять и в обратном порядке (справа налево). 
Для этого в дополнение к условиям теоремы достаточно потребовать, 
чтобы функция x =ф(г) была строго монотонной. 

Ф Пример 6. Вычислить интеграл | cos3x dx . 

Решение. Интеграл не табличный, хотя и напоминает интеграл 

| cosx dx . Поэтому для его вычисления естественно сделать подстанов- 

1 
ку, полагая f=3x; тогда 4: = (3х)' 4х =3 ах, dx =3 4. По формуле (1) 

получаем 

[cos3x dx = ; [cost dt 
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— табличный интеграл. Применяя формулу УШ таблицы основных инте- 

гралов, находим 

1 1 
— [cose dt =—sint+C. 
3 3 

Возвращаясь к переменной x, окончательно получаем 

[oos3x dx = sin3r +С. 

Существует несложный, но весьма эффективный прием, позволяю- 
щий упростить вычисление интегралов. Если числитель подынтегральной 
функции f(x) равен производной знаменателя, то справедлива формула 

ЛО a =I С. 2 A(x) | f(x) |+ (2) 

Действительно, используя подстановку t= f(x), dt= f'(x) dx, имеем 

f(x). f dt _ _ > &- | = = In| 1] +C=In| f(x)|+C. 

Ф Пример 7. Вычислить интеграл | ctgx dx . 

TO интеграл можно записать в виде 

[мех dx = {< cOSX 

sinx 

Замечая, что (sinx)’ = cosx , по формуле (2) получаем 

cosx sin x)’ 
[otgx dx -| —— dx = ( ) dx =In|sinx|+C. 

sin x sin x 

Данный интеграл можно вычислить и с помощью подстановки ft=sinx. 

со5х 
Решение. Так как ctgx =——, 

| sin x 

@ Пример 8. Вычислить интеграл ie 
e a" 

x р 41 
Решение. Полагаем t=e', x=Int. Отсюда dx = (ш[) dt=—-. 

Следовательно, 

Х _ — | l aye t-ldr_ [2 (1+1), 

e +1 141 1 (1+1) 

1\ 

-2{ |= а - |= =2 In(t+1)-Int+C. 
t+1 | 1+1 

Возвращаясь к переменной х, окончательно получаем 
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| dx =2In(l+e*)—x+C. 
e*+1 

x? 

(x —1)? 

Решение. Положим х-1=, следовательно, x =f+1. Отсюда 

dx = (#+1)' dt = 4 ; тогда 

3 3 

* гаи = [OD ay = [1434245 ar = 
(x -1) | | И 

12 
=52 + 3¢+3ln|t n= +C. 

dx. Ф Пример 9. Вычислить интеграл | 

Возвращаясь к переменной х, окончательно получим 

3 

x 2 1 | ах = - 1+3 0+3 И +С. 
|e gD +3 D4 SI] x1 ]— 

Ф Пример 10. Вычислить интеграл | =. 
+5/х 

Решение. Имеем 

| ах _ dx a 

Fee +} 
6 : _ +6 _ к,5 

Положим t= f/x ‚тогда x=t , dx =6Г dt. Находим 

60° dt па 

le (4х) т 1+1 ° 

Выделяя делением целую часть дроби, получим 

3 2 

в“ dt _ в] fir нда - f[ af a |=6 Fe infra tf l4c 
+1 3 2 

Окончательно имеем 

| ayer tne 398 +69 бит +0 +С. 
xXx+WVX 

И, вообще, если подынтегральное выражение не содержит других 
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. | ax+b | а_Ь 
корней, кроме корня т ‚ где а; 6, с, 4— некоторые числа | —*— |; 

сх+а | с а 

ax+b 
т — натуральное число, TO следует применять подстановку {= | т. 

cx + 

1+х dx 
Ф Пример 11. Вычислить интеграл | - , 

1-х 1-х 

1+х 2 1+х 
Решение. Сделав подстановку t= ‚ Получим f 1 , 

. —х —х 

1-х, x= ral dx = st = dt =" Далее имеем 
2+1’ 2+1 (+1) 

2 — [4 _ 7H af! +1 “а =2 far -2| of _ 

1-х t? +1 “+1 t“ +1 

== _ 2 arctg,| А +, 
l-x l-x 

3x +5 
Ф Пример 12. Вычислить интеграл | dx 

ример "Р V4x +1 

= 2t-—2arctgt+C=2 

1 
Решение. Положим #=4/4х +1; тогда 2 =4х+1, x=al ——, 

1 
dx =51 dt. Находим 

323,5 
` 3x+5 4 4 1 ГС 2 ‘7 

dx = -—tdt= || -Г+— | 4 = 
\4х+1 | t 2 8 8 

34 И, 
=—.—+ С 1(4х+18)+С = 

8 3 гы 

= +0549) 4х+1+С. 

Необходимо заметить, что ‘удачный выбор подстановки обычно 
представляет известные трудности. Для их успешного преодоления необ- 
ходимо хорошо владеть техникой дифференцирования и твердо знать 
табличные интегралы. 
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Ф Пример 13. Вычислить интеграл | и 

х 
Решение. Положим Рзачх-и, оу [ +1) dx =a 

Ух? +4 
таким образом, 

Ух? +а 

Ух? +а+х 

[=ши+с= in| Vx" +а+х|+С. о 

dx = dt, 

TaK 4TO 

Poem 
Ф Пример 14. Вычислить интеграл | sin” x cosx dx . 

Решение. Положим ¢=sinx , откуда dt = созх dx. Тогда 

[sin” x cosx dx = |" dt = 

pnt! si п+1 

+С = +С при п&-1 
= in+l n+1 uP ‘ 

In| t|+ C=In|sinx|+C при n=-1. 

4 Пример 15. Вычислить интеграл | ы dx ,n#l. 
| . (x* +1)” 

Решение. Положим x*+1=1, 2x dx =dt ‚ следовательно, 

-1 [8 - 1 1 
a a 2(n-1) peat 

— +С 
2(п-1) (x? +1)! 

При п=1 аналогично получим 

хах 1 
=—ш(х? +1)+С. 

|7 2 п 

') Здесь вычислен табличный интеграл ХИ. 
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® Упражнения. Применяя метод замены переменной, вычислить сле- 

дующие интегралы: 

ры
 

. [50(3х+5) dx . (Ome. ~=008(3x+5)+C.) 

м [er dx . (Отв. ое” С.) 

3. [tgx dx . (Ome. — In| созх|+С.) 

aN
 —х? 1 —х? ‚ fe" ах. (Ome. -5е* +С. 

| e* 1 3x 1 2х х х =” г dx - (Ome. —е +—-e” +e + Ine -1|+С.). 
у @ 3 2 

xd . (Отв. sla|x+7|+C) 
x+7 

. Г > (Ome. 832+ С) 
os” 

8. oe =—=— ах. (Ome. (4 $" - Че Ye + arctg le ]+C ) 
) +1 5 3 

Г\х+1+1 

on РИ 

0. | dx (1=1+шх). (Ome. In|1+Inx|+C.) 
x(1+ Inx) 

11. [ete sinx dx . (Отв. —e5*+C.) 

[oe dx 

x 

4
 

ах. (Отв. x+4Vx+ +1+4ш| /х+ 1-1|+С.) 

12. . (Отв. 5+ шх)2 +С.) 

13. | х(5х-7)° dx . (Отв. x EG ~7)? + тб _ | +C.) 

14, dx .(Ome. x —2Vx +In(V¥x +1)? +C,) 
. Tea 

г 5x-6 в AM- 15x) 

16. [x i a (1=х3-8). (Ome. вне 
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ы x _ 

17, | (42 Ver+1). (Ome. ШЕИ.) 
J Ve7+1 \е*+1+1 

г Их Их 

1s, © (1-1). (Ome -—+с. 
J Xx х/. In3 

r 100 101 

19. (arctg x) ах (t=arctgx). (Отв. 198) С) 
J 1+х 101 

- x x 

20. |-> (Отв arcsine-+C) 
J \4-—е2* 2 

Г соз^/х 
21. | oes ах. (Отв. 2зщ/х+С.) 

J vx 
, 

22. dx . (Отв. z—-+C.) 
J (arccosx)> ¥1— x? 4arccos’ x 

При интегрировании иногда приходится метод замены переменной 

применять несколько раз. 

Ф Пример 16. Вычислить интеграл | а? —х? dx (-a <x <a). 

Решение. Положим x=asint (-л/2 <t< 2/2). Функция x= asint 

монотонна и имеет непрерывную производную x; . При этом, когда # из- 

меняется от —л/2 до 2/2, переменная x изменяется от — а до а. Далее 

имеем dx = acost dt. Следовательно, 

[Уа?-х dx = [va ~a’ sin? t a cost dt = а? Joos? г de . 

Снова получили не табличный интеграл. Преобразуем его. Так как 

cos’ t = =i + cos2t), то 

а? [соз? dt = = fa+ с0$2/) dt = x [4+ © роз dt. 

Первый из двух последних интегралов табличный и вычисляется He- 
посредственно: 

2 2 а а 
— |df=—t+C,. 
2 J 2 7 
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Для вычисления второго интеграла сделаем подстановку и= 21. Тогда 

du =2 4, и и 

2 2 2 2 
= [cos2t dt = [сози ди = sinu+ C,=—sin2t+C,. 
2 4 4 4 

Следовательно, 

[2 2 а? 1 
| a* —x* ах = S45 sin2t]+¢, 

2 2 

где C=C,+C,. Для Toro, чтобы вернуться к переменной x, из равенства 

x =asint находим 

. Хх x? 1 2 2 
sinf=—, cost= 1-— =—- a“ —-x’, 

a a a 

; ; x ТГ. 2 .х 
sin 21 = 2sintcost =2-—-—va° —x* , t=arcsin—. Подставив, оконча- 

aa a 

тельно получаем 
2 

| а ох x 
| а? —x* ах =—arcsin—+—Va*—x?+C. 

2 а 2 

Вопросы для самопроверки 

1. В чем состоит метод непосредственного интегрирования? 

2. В чем состоит метод подстановки и какая его главная цель? 

3. Напишите формулу (1) замены переменной. При каком условии эту формулу 
можно применять и в обратном порядке (справа налево)?. 

Л'(х) 
F(x) dx =In| f(x)|+C. 4. Докажите формулу | 

$ 3. Определенный интеграл 

1. Определение определенного интеграла. Пусть функция y= f(x) 

определена на отрезке [a,b], a<b. Разобьем этот отрезок на я произ- 

вольных частей точками 

а=хо<х,<х.<...<х,1<х;<...<х,ЕЬБ. 

Обозначим это разбиение через T, аточки ху, X,,..., X, будем называть 

точками разбиения. В каждом из полученных частичных отрезков 

[х_|, х:| выберем произвольную точку &, (х,,<&,<х,). Через Ах, обо- 
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значим разность x,;—X,_;, которую будем называть длиной частичного 

отрезка [х;1,хИ. 
Составим сумму: 

д = Д(Е Ах, + ДЕЗ )Ахо +... + У, At, = У SE) Ax, = (1) 
f=] 

YA 

Puc. 71 

которую назовем интегральной суммой для функции f(x) на [а, b], co- 

ответствующей данному разбиению [a, 6] на частичные отрезки и данно- 

му выбору промежуточных точек &,. Геометрический смысл суммы д 

очевиден: это сумма площадей прямоугольников. с основаниями Ax,, 

Ах.,... Ax, ивысотами f(E,), /(&.), > Л(Ё„)» если f(x) > 0 (рис. 71). 
Обозначим через A длину наибольшего частичного отрезка разбие- 

ния т: А = max{ Ах, | 
1<5<л 

Определение. Если существует конечный предел I интегральной 

суммы (1) при A->0, то этот предел называется определенным ин- 

тегралом от функции f(x) по отрезку [a,b] и обозначается сле- 
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дующим образом: 
b 

I= | f(x) dx” (2) 

b n 

[7 @) dx = lim У. Ур», 2 
а i=! 

В этом случае функция f(x) называется интегрируемой на [a, 6]. 

Числа а и Ь называются соответственно нижним и верхним пределами 
интегрирования, f(x) — подынтегральной функцией x — переменной 

интегрирования. 
Для интегрируемости функции достаточно ее непрерывности на от- 

резке [a, b] (теорема о существовании определенного интеграла). 
Из определения определенного интеграла следует, что величина ин- 

теграла (2) зависит только от вида функций f(x) и от чисел а ub. Следо- 

вательно, если заданы f(x) и пределы интегрирования, то интеграл (2) 

определяется однозначно и представляет собой некоторое число. 

b 

Ф Пример 1. Используя определение, вычислить интеграл [с dx , где 

a 

С — некоторое число. 

Решение. Разобьем отрезок [a, 5] на п произвольных частей точ- 

ками а=х,<х|<х.<...<х,|<х,<...<х,=Ь и составим соответст- 

вующую интегральную сумму (1). Так как подынтегральная функция 

Г (х) = С постоянна, то для любого выбора промежуточных точек €, по- 

лучим интегральную сумму вида 

д’ = CAx, + CAx, +...+ CAx,, = >) САх, 
i=] 

Далее имеем 

5 Chr, = CY Ay, = C(x, —а)+(х. -х!)+ ...+(b-x,)]= С(Ь-а). 
i=] i=l 

') Читается: «определенный интеграл от а до 6 fx) на 4х». 
?} Вместо д-›0 было бы неправильно писать п-› 0, так как можно привести пример 

(подумайте, какой?), когда увеличение числа точек разбиения [a, 5] еше не обязательно 

означает, что все Ay, неограниченно убывают; если же 4-›0, то все Ах, >0 и обяза- 

тельно по... 
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Видим, что интегральная сумма для данной функции не зависит ни от 
разбиения, ни от выбора точек &, и равна С(Ь-а). Следовательно, и ее 

предел при A= max {Ax;} — 0 равен той же величине. 
Sign 

Таким образом, по определению, 

b n 

JCax= lim ¥ Cas, = C(b—a), 

1 

Ф Пример 2. Используя определение, вычислить интеграл | х 4х. 

0 

Решение. Разобьем отрезок [0, 1] на п равных (в данном случае 

это удобно) частей ‘точками О=х,<х,<х.<...<х,1<х,<...<х,=1. 

Длина каждого частичного отрезка Ax, =1/n. Причем если п-><®, то 

1 
A= тах{ Ax;} = —-›0 и наоборот. В качестве промежуточных точек &, 

<<п п 

(х,,<&,<х,) возьмем правые концы частичных отрезков: &; = x; =— 
| п 

(7=1, 2, ..., п). Составим соответствующую интегральную сумму (1): 

4 “i 1 1 n(n+1) n+l 
O= 2 &:Ах, = 2 —-—=—5+2+...п)= = ; 

26 | пп г ‘2? 2n 
i=] 

Вычислим предел интегральной суммы при n—> oo . Получим 

п+1 . 1+Ип 1+0 1 
im im = =—, 

n>»0 ЭП "now 2 2 2 

n 
. 1 

[x dx = lim »E Ax; =>. 

0 no #21 

® Упражнение. На примере 2 покажите, что при другом выборе про- 

| 1—1 
межуточных точек &, (например, &, =~ — левые концы частич- 

n 
ных отрезков) предел интегральной суммы, a значит, и величина 
данного интеграла не изменятся. 
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2. Основные свойства определенного интеграла. 

1°. По определению, | F(x) dx =0. 

b a 

2°. По определению, | f(x) ах =- | f(x) dx. 

a b 

3°. Каковы бы ни были числа a, b, с, всегда имеет место равенство 
b с b 

[ f(x) dx = [Год dx + [7(x) de. 

4°, Постоянный множитель можно выносить за знак определенного 

интеграла, т. е. 
b b 

[Ес dx =k [ f(x) de. 

5°. Определенный интеграл от алгебраической суммы функций равен 
алгебраической сумме их интегралов, т. е. 

b b b 

JUG) + a(x)] dx = [ f(x) dx + [a(x de. 

3. Формула Ньютона — Лейбница. Вычисление определенных ин- 

тегралов методом, основанным на определении интеграла как предела 
интегральной суммы, связано с большими трудностями. Поэтому сущест- 
вует другой практически более удобный метод вычисления определенных 
интегралов, который основан на тесной связи, существующей между по- 

нятиями неопределенного и определенного интегралов. 

Теорема 3.3 (основная теорема интегрального исчисления). 

Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [а, 6]. Тогда, если функция 

F(x) является некоторой ее первообразной на этом отрезке, то cnpa- 

ведлива следующая формула: 
b 

[ f(x) dx = F(b)- F(a). (3) 

Формула (3) hasvieaemca формулой Ньютона — Лейбница. 

Разность Е(5)- F(a) принято условно записывать в виде 

F(x)|, или [F(x)]a; 
тогда формула (3) принимает вид 
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b 

[f() dx = О. 

Необходимо еще раз подчеркнуть, что в формуле (3) в качестве F(x) 

может быть любая первообразная функции f(x) из семейства F(x)+C. 

Итак, формула (3), с одной стороны, устанавливает связь между оп- 
ределенным и неопределенным интегралами, с другой стороны, дает про- 
стой метод вычисления определенного интеграла: определенный инте- 
грал от непрерывной функции равен разности значений любой ее перво- 
образной, вычисленных для верхнего и нижнего пределов интегрирования. 

Эта формула открывает широкие возможности для вычисления опреде- 
ленных интегралов, так как задача вычисления определенного интеграла 
сводится к задаче вычисления неопределенного интеграла, которая рас- 
смотрена достаточно полно. 

b 
Ф Пример 3. Вычислить интеграл | sinx dx . 

a 

Решение. Tak как одной из первообразных для функции 
f(x)=sinx является функция Е(х)=-с0зх, то, применяя формулу 

Ньютона — Лейбница, получаем 
b 

[sinx dx = -cosx|f = cosa—cosb. 

1. 

Ф Пример 4. Вычислить интеграл | x? ах. 
0 

Решение. По формуле Ньютона — Лейбница имеем 

® Упражнения. Вычислить следующие интегралы: 

2 2 

1. [357 -1) dx . (Ome. 6.) . 2. [ =. ms №2.) 
0 1 х 

2 3 dy 
3. le™dx . (Отв. 1). 4. ‚ (Отв. ш(3+-Л0).) | (Отв. е(е-1).) [т (Ome. in( )



a prt! _ п+1 b 

5. [sinx dx . (Ome. 2) 6. [x"dx (n#-1). (Ome. a.) 
п+1 0 

1 1 л/2 

7. |(Мх -х2) ах . (Отв. =.) 8. [созх dx . (Отв. 1.) 
0 3 о 

1 ax л/4 5 

л х л л 
9. . (Отв. —. 10. дх. (Отв. — -— arctg—. 
[. 6 12 Pe: (Ome. | 87) 

0 0 

2 dx л 
feo) +—|dx . (Ome. 25 .) 12. Др" 6? 

2 4 2 

13. [х(3—х)ах . (Отв. =) a fe +3х +1 
0 

4х. (Отв ‚Я swag) 
—л/4 

4. Замена переменной в определенном интеграле 

Теорема 3.4. Пусть /(х) — непрерывная функция на отрезке [а, 6]. 

Тогда если: 1) функция х =ф(г) дифференцируема на [a, В] и ф’(!) не- 

прерывна на [a, В]; 2) множеством значений функции x =ф(Г) является 

отрезок [а, 6]; 3) p(a)=a и Ф(В)=Ь (рис. 72), то справедлива формула 

b B 

[f@) dx = [Alp] at. (4) 

Формула (4) называется формулой 
замены переменной или подстановки в 
определенном интеграле. 

Замечание. Если при вычислении 
неопределенного интеграла с помощью 
замены переменной мы должны были от 
новой переменной { возвращаться к ста- 
рой переменной x, то при вычислении 
определенного интеграла этого можно не 
делать, так как цель — найти число, кото- 
рое в силу формулы (4) равно значению 
каждого из рассматриваемых интегралов. 

5
 
+
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
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Puc. 72 
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а 

Ф Пример 5. Вычислить интеграл | x*Va?—x? dx. 
0 

Решение. Рассмотрим подстановку x=asint,0<t< л/2. Такая 

замена переменной удовлетворяет всем условиям теоремы 3.4. Действи- 

тельно, во-первых, / (х)=х?\а? —х? непрерывна на [0, a], во-вторых, 

функция x=asint дифференцируема на [0,л/2] и x;=acost непре- 

рывна на [0, л/?] и, в-третьих, при изменении { от 0 до л/2 функция 

x =asint возрастает от 0 до а, при этом ф(0)=0 и ф(л/2)=а. Так как 

dx =(asint)’ dt =а cost dt , то, применяя формулу (4), получаем 

а л/2 4 7/2 

[x?Va? -х? dx =a" sin? t cos? tdt =— sin? 2¢ dt = 

0 0 4 0 

at л/2 at л/2 4 

=> Ja- cos4t) dt = я (1-4 sinar) 77 
8 4 0 16 

Замечание 2. При использовании формулы (4) необходимо про- 

верять выполнение перечисленных в теореме условий. Если эти условия 
нарушаются, то замена переменной по указанной формуле может привес- 
ти к неверному результату. 

л 

Ф Пример 6. Вычислить интеграл | dx . 
0 

Решение. Имеем fax = хо =. С другой стороны, 
- | 

л 

dx 
far [= 5 -| 5 >: 

sin” x + cos? x cos’ x (1+ tg* x) 
0 

Подстановка ¢ = tgx формально приводит к следующему результату: 

fer руно 

Получен неверный результат, так как л > 0. Это произошло потому, 

что функция f=tgx разрывна при х=л/2 ине удовлетворяет условиям 

теоремы 3.4. 
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Вопросы для самопроверки 

1. Что такое разбиение отрезка [a, 5] ? 

2. Что такое интегральная сумма функции f(x) на отрезке [a,b] и в чем 

состоит ее геометрический смысл? 

3. Дайте. определение определенного интеграла как предела интегральной 

суммы. Почему вместо A — 0 нельзя писать п —> ©? 

4. Сформулируйте основные свойства определенного интеграла. 
5. При каких условиях справедлива формула Ньютона — Лейбница? Почему эту 

формулу считают основной формулой интегрального исчисления? 
6. При каких условиях справедлива формула замены переменной в определен- 

ном интеграле? 
7. Почему при замене переменной в определенном интеграле можно не возвра- 

щаться к старой переменной? 
8. Приведите пример, когда нарушение условий теоремы 3.4 привело бы к не- 

верному результату. 

$ 4. Некоторые физические 
и геометрические приложения определенного интеграла 

1. Площадь криволинейной трапеции. Пусть на плоскости Оху да- 

на фигура, ограниченная отрезком [a,b] оси Ох, прямыми x=a, x=bu 

графиком непрерывной и неотрицательной функции y= f(x) на [а, 6] 

(см. рис. 71). Такую фигуру называют криволинейной трапецией, пло- 
щадь 5 которой вычисляется по формуле 

S= [Усдах. (1) 

Итак, определенный интеграл от неотрицательной непрерывной 

функции f(x) на [а, b] численно равен площади криволинейной трапеции 

с основанием [a, 6], ограниченной сверху графиком функции y= Х(х). В 

этом заключается геометрический смысл определенного интеграла. 

© Пример 1. Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции 

y=x°, а>0, прямой x =1 иосью Ox (рис. 73). 

Решение. По формуле (1) имеем 
1 xo?! 

S= |x* dx = 

0 

При этом если a =1, то S=1/2; если а=2,то S=1/3 ит. д. 
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Более сложные задачи на вычисление площадей решают, используя 

свойство аддитивности” площади: можно разбить фигуру на непересе- 
кающиеся части и вычислить площадь всей фигуры как сумму площадей 

этих частей. 

O 

$Ф Пример 2. Найти площадь 5 фигуры, ограниченной линиями 

у=х, у=1/х2, y=0,x=3. 

Решение. Данную фигуру можно рассматривать как криволиней- 
ную трапецию, ограниченную осью абсцисс, прямыми х=0 и х=3 и 

графиком функции, которая на отрезке [0, 1] равна x, а на отрезке [1, 3] равна 

1/ x? . Записать первообразную такой функции нелегко. Поэтому разобъем 

данную криволинейную трапецию прямой х=1 на две части (рис. 74). 
Площади этих частей легко найти по формуле (1): 

2 2 
s\= fear =] ety 22, 

i 3 3 

Согласно свойству аддитивности площади, S = S, + я = 7/6. 

Иногда при вычислении площадей фигур бывает полезно еще одно 
свойство площади, которое называется инвариантностью? относитель- 
но перемещений: одинаковые фигуры имеют одинаковые площади. 

=f dx =——| 

Ф Пример 3. Найти площадь 5 фигуры, ограниченной линиями 

y=vx, у=2, х=0. 

Решение. Данная фигура (рис. 75) станет криволинейной трапеци- 
ей, если отразить ее относительно прямой у=х (рис. 76). График функ- 

') Аддитивный — от лат. additivus (полученный сложением). 
2) Инвариантный — от франц. invariant (неизменяющийся). 
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ции y= vx отобразится при этом в график обратной функции y =x’, 

прямая у=2 — в прямую х=2. Так как симметричные фигуры одина- 

ковы, то они имеют равные площади, поэтому по формуле (1) имеем 
2 3 12 s= реа - | -8. 
0 0 

Замечание. Другое решение этой задачи можно получить, заметив, 

что данная фигура’ дополняется криволинейной трапецией (снизу) до прямо- 
угольника, площадь которого равна 8. Поэтому 

16_8 
‚Я 8 3-3. 

Такое решение — еще один пример использования свойства аддитивно- 
сти площади: данная фигура представляется как «разность» двух более 
простых фигур. 

Прием вычисления площадей, рассмотренный в замечании, можно 

сформулировать в более общем виде. Пусть на отрезке [a, b] заданы две He- 
прерывные функции у, = f(x) и у. = fo(x), причем при всех значениях x 
из этого отрезка у, < у>. Найдем площадь фигуры, ограниченной графи- 

ками этих функций, а также прямыми x =a их=Ь (рис. 77). 
Если обе функции неотрицательны, то площадь данной фигуры равна 

разности площадей криволинейных трапеций, ограниченных сверху соот- 
ветственно графиками функций y, = f(x), y,= Л(х), прямыми х=а и 
х =Б и осью абсцисс. Следовательно, площадь 5 данной фигуры можно 
найти так: 

8 b b | 

5= [од ах - [ода = [(6@«-ло)ах. (2) 
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уз = Sr (х) é Уз = /2(х)+С 

у1= Л (х) = ЛОС 
Ох 

Рис. 77 Рис. 78 

Формула (2) справедлива для любых непрерывных функций 

У = Л() и у> = f(x), не обязательно положительных. Действительно, 

р 
и 

а 

если функции y, и. у› могут принимать и отрицательные значения (но по 

прежнему у, < у) ) (рис. 77), то прибавим к обеим функциям одну и ту же 

постоянную С, которую выб.рем настолько большой, чтобы графики 

функций у.= Л(х)+С и yy=f,(x)+C оказались выше оси абсцисс 

(рис. 78). Фигура на рис. 78 получается из фигуры, изображенной на рис. 77 
параллельным переносом, и поэтому имеет такую же площадь. К фигуре 

на рис. 78 применима формула (2): 

5= fintsd cya Дис са = [соо (1@)+ СЛах. 

Поскольку (fo(x)+C)—(flx)+C) = 2@®)- f(s)» формула (2) верна и 
для фигуры на рис. 77. 

Ф Пример 4. Найти площадь фигуры, ограниченной графиками функ- 

ций y= Л(х)=х и у, = fy(x)=2—x° (рис. 79). 

Решение. На рис. 79 видно, что пределами интегрирования явля- 
ются абсциссы точек пересечения графиков данных функций. Найдем их. 

Для этого решим систему уравнений 

у=х, 

у=2-х?. 

В результате получаем x,=-2, x,=1. Искомую площадь находим теперь 

с помощью формулы (2): 
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Рис. 79 Рис. 80 

1 3 2-1 

- [2 2) мах = 2-Х | 9 5= fle x?)—x] ах as ; a >. 

$Ф Пример 5. Найти площадь, заключенную между параболой 

у=х? - 2x+2, касательной к ней в точке (3; 5) и осью Oy. 

Решение. Уравнение касательной к кривой f(x)=x?-2x+2 в 

точке (3; 5) имеет вид у-5= = /'(3)-(х-3).Поскольку f'(x)=2x-2 и 

f'3)= =2.3-2=4, получаем уравнение касательной у-5= =4(х-3), 

или у = 4х —7. Так как ветви параболы направлены вверх, TO парабола лежит 

над касательной, т.е. x? -2х+2>4х-7 на отрезке [0, 3] (рис. 80). По 

формуле (2) находим искомую площадь 
3 3 

5= [[x? -2x+2-(4x-7)] dx = |<? - 6x +9) dx = 
0 0 

3 3 

нач =9. 
0 

® (— Упражнения. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

1. у=4-х2, у=0. (Ome. =) 2. у’=2рх, x=h. (Ome. РВ 

3. y=Inx, х=е, у=0. (Отв. 1.) 4. у=х?, у=2-х?. (Отв. 8/3.) 
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5. y=sin3x, у=0, где 0 <х < л/3. (Отв. 2/3.) 6. ху=4, х=4, у=4, 

х=0, y=0. (Отв. 4щ(4е).) 7. у=х?, у=1. (Отв. 43.) 

8. y=cos*x—sin’x, y=0, x=0, х=л/4. (Отв. 1/2.) 9. у=|х|+1, 

y=0, х=-2, х=1. (Отв. 11/2.) 10. y=sinx, у=х?-лх. (Ome. 

2+л3/б.) 11. y=arcsin2x, х=0, у=-л/2. (Отв. 1/2.) 12. y=sin2x, 

y=l, х=л/2, где л/4 <x < л/2. (Отв. (л-2)/4.) 13. х*-у2=1, 

х=2. (Отв. 2\3-ш(2+-3).) 14. y=x?, y=vx. (Отв. 1/3.) 

15. y=|x?-1|, у=0, х=-2, х=2 (Отв. 4.) 16. Найти площадь фигу- 

ры, заключенной между параболой у=-х?- 2x+3, касательной к ней в 

точке (2; —5) и осью Oy. (Ome. 8/3 .) 17. Найти площадь фигуры, заключенной 

между параболой у=-х? +4х-3 и касательной к ней в точках (0; —3) и 

(3; 0). (Отв. 9/4.) 18. Найти площади фигур, изображенных на рис. 81—84. 

(Отв. 19/3; (2е-1/е;2; 42/3- V3 .) 
Ya Ул 

л 

\ 

щ 
О . 

3х 

y=x?-x-2 > 
ов О 1 xX 

Puc. 81 Puc. 83 

YA 

e YA 

y=v4- x? 
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Интересно было бы с помощью интегрирования получить известную 
формулу для площади круга радиуса К. 

Ф Примерб. Показать, что площадь 5 круга, радиус которого К, равна mR? 

Решение. Составим нужный интеграл. Для этого введем систему 

координат Oxy и рассмотрим круг радиуса R с центром в начале коорди- 
нат (рис. 85). Этот круг — множество точек (х; у), координаты которых 

удовлетворяют соотношению х? + у? < R’. Четверть круга в [ квадранте — 

это криволинейная трапеция, ограниченная графиком функции 

y =~ R? -х* , осью Ох и прямыми x =0 un x = К. Следовательно, 

R 
S [2 2 
— = У -х? ах. 
‘о 

Вычислим этот интеграл. Сделаем подстановку x = АзшЕ, 0 < {< л/ 2. 

Проверим законность такой замены переменной, т. е. выясним, выполня- 
ются ли условия теоремы 3.4. Имеем: 

1) функция f(x)= VR? - x? непрерывна на отрезке [0, К], а функция 

х =ф(г) = Rsint дифференцируема на отрезке [0,л/2] и ее производная 

ф'(г) = Rcost непрерывна на этом отрезке; 

2) при возрастании { от 0 до л/2 функция ф(г) = Rsint возрастает 

от 0 до R, т. е. множество значений функции x = ф(Г) — отрезок [0, RJ; 

3) p(0)=0, ф(л/2)= В. 
Таким образом, подстановка x = Rsin¢t удовлетворяет всем услови- 

ям теоремы 3.4. Применяя формулу (4) из § 3, находим 

УА 

К 

Рис. 85 
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л/2 R 

== [VR —x? dx = [VR?- зы?! Roost dt= 
0 0 

я/2 я/2 2 n/2 2 

= К? Го ar == fot c0s21) d¢= | 1+ sin 24] К 
3 2: 21 2 о 4 

Итак, получена формула площади круга: S =лЕ?. 

2. Площадь криволинейного сектора. Пусть кривая АВ задана в 

полярных координатах уравнением 

р=р(ф), а<ф<В, 
причем функция р(ф) непрерывна и неотрицательна на отрезке [а, В]. Пло- 

скую фигуру, ограниченную кривой АВ и двумя полярными радиусами, со- 

ставляющими с полярной осью углы a и В , будем называть криволинейным 

сектором (рис. 86). Площадь криволинейного сектора может быть вычислена 

по формуле | 
В 

1 
5=> Jorwae. (3) 

Ф Пример 7. Вычислить площадь фигу- 
ры, ограниченной полярной осью и 

первым витком спирали Архимеда 

р=аф, где а — положительное число 

(рис. 87). 

Решение. При изменении фот 0 до 

2л полярный радиус опишет кривую, огра- 
ничивающую криволинейный сектор ОАВС. 
Поэтому по формуле (3) имеем 

22л 2 3 2 93 
8x" 4 

К) =" [pdp=2P| = ла? ОАВС Je ф 2 23 3 

Заметим, что точка С отстоит OT полюса Ha расстоянии р = 27a. Поэто- 

3 
4 

му круг радиуса ОС имеет площадь л. OC? = 4л?а? =3.3 7 а? = З5ОАВС > 

т. е. площадь фигуры, ограниченной полярной осью и первым витком спира- 
ли Архимеда, равна 1/3 площади круга с радиусом, равным наибольшему из 

полярных радиусов витка. K этому выводу пришел еще Архимед. 
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3. Длина дуги кривой. Пусть плоская кривая АВ задана уравнением 

у= 1 (&х), а <х < Б, где f(x) — непрерывная на отрезке [a,b] функция. 

Разобьем кривую АВ на п произвольных частей точками А= Му, М,, 

Мо, .., М, M;,... M, = В в направлении от A к В. Соединив эти точ- 1 

ки хордами, получим некоторую вписанную ломаную линию, периметр 
которой обозначим через Р (рис. 88). Обозначим через / длину одного 

звена М.М, ломаной линии, а через и — длину наибольшего из ее 

звеньев: д = max {/,} . 
1<i<n 

Определение. Число Г называется пределом периметров Р при 

и 0, если для любого => 0 существует д>0 такое, что для всякой 

ломаной, у которой и <д, выполняется неравенство. 

_[2-Р]<а. 

Если существует конечный предел [, периметра Р вписанной в кривую 

ломаной линии при д -> 0, то этот предел называется длиной дуги АВ: 

[= ПпР. 
и->0 

Если функция f(x) непрерывна вместе с /’(х) на отрезке [a, b], то 

длина дуги АВ выражается формулой 

b 

L= vi + f(x) ах. (4) 

YA 

B=M, 
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Рис. 88 Рис. 89 
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Ф. Пример 8. Вычислить длину дуги верхней ветви полукубической пара- 

болы у=х9? or x=0 дох=5 (рис. 89). 

Решение. Из уравнения у= х9? находим у’ = ых . Следова- 

тельно, по формуле (4) получим 

у ГГ 9 8( 9х3? 
L= i+ yx) a = | ах = (14) 

0 0 

"335 
27 ` 27747 | 

Ф Пример. Показать, что длина L окружности радиуса А равна 27R. 

Решение. График функции у=\ Е? —х? при 0 <х < R/ V2 пред- 

ставляет собой восьмую часть окружности (рис. 85). Следовательно, 

К/ 2 
Г | | == | + [/')Р ах. 

0 
_ 2 

Так как f =, то 1+[{'(х)}Ё = к >. Поэтому, согласно 
_х2 R? —X 

формуле (4), получаем 
i 

Е _ ве 
8 0 УК? ~x? 

Как и в примере 6 сделаем замену переменной x = Rsint,rmmeO <t< 2/4. 

Тогда по формуле (4) из $ 3 замены переменной имеем 

л/4 

СЕ far=2, 
8 5 4 

откуда приходим к нужному результату. 

Замечание. Хотя в примере 9 удобнее было считать интеграл в 
пределах от 0 до А, мы поступили иначе. Это связано с тем, что при вы- 
воде формулы длины дуги предполагалось, что функция у = f(x) имеет 

непрерывную производную на всем отрезке [a,b]; в данном случае при 

х = К производная функции у= УЕ? - x? обращается в бесконечность. 
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© — Упражнения. Найти длину дуги кривой: . 

1. у=х32 oT х=0 до х=4. (Отв. = (10vi0-1).) 

2. y= x? —1, отсеченной осью Ox. (Ome. V5 ++ V5) .) 

3. y=x? or x=0 дох=2. (Отв. 7+ ш(4+ 7) 

4. Площадь поверхности вращения. Пусть кривая АВ задана урав- 

нением y= f(x),a<x <b, и пусть функция у='/(х) неотрицательна и 

непрерывна вместе со своей первой производной на отрезке [а, 6]. Тогда 

поверхность, образованная вращением кривой АВ вокруг оси Ох, имеет 
площадь 5, которая может быть вычислена по формуле 

6 

S = 2x | f(x)yl+ f(x) ах. (5) 

Ф Пример 10. Часть сферы, вырезаемая двумя параллельными плоско- 

стями, находящимися на расстоянии Н друг от друга, называется wa- 
ровым поясом высоты Н. Вычислить площадь поверхности шарового 

пояса, если радиус шара равен К, а высота пояса равна Н (рис. 90). . 

Решение. Поверхность шарового пояса можно рассматривать как 

поверхность тела, полученного при вращении дуги окружности 

у=\ К? —х? , гдеа <x <b, Б-а= Н, вокруг оси Ох (рис. 91). Так как 

—х К 
=——— , To 1+ [ f'(x) = ——— , Поэтому, согласно формуле (5), y Rex? Lf"( yy Rx му формуле (5) 

yh 
y= VR? ~ x? 

Ро 
и вх 

/ \ 
/ \ 

| 1 } > 

-R a O b| Rx 

Puc. 91 
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dx = риа = 2л8(Ь-а)=2лЕН. Др 

Итак, площадь поверхности 5 шарового пояса вычисляется по формуле 
5 =2лАН. Если H—-2R, то в пределе получим площадь поверхности 

всей сферы: 5 =4лА?. 

® Упражнения. Найти площадь поверхности, образованной вращени- 

ем вокруг оси Ох: 

1. Дуги синусоиды y=sinx от х=0 до х=л (Отв. 2n[V/2 +In(i+ V2)] .) 

хз 34/17 —2 
2. Дуги кривой yay отх=-2 до. x =2 (Отв. 9 л.) 

3. Полуокружности у=\А?-х*. (Отв. 4лВ?.) 

5. Объем тела. Как уже известно, с помощью определенного инте- 

грала можно вычислять площади фигур и длины кривых. Нахождение 
объемов некоторых тел также можно свести к вычислению определенных 
интегралов. 

Если тело образовано вращением вокруг оси Ох криволинейной тра- 

пеции, заданной непрерывной функцией y= f(x), а <х < b, то объем 

тела вращения вычисляется по формуле 
b b 

V =a |(f(x)) dx =л [y? de. (6) 

Замечание. Если криволинейная трапеция 0 <x < Y(y),a<y<b 

вращается вокруг оси Oy, то объ- 

ем тела вращения YA y=VR*- x? 
b 

\ 
V =x [(p(y)? dy = [x? dy. \ 

а а \ 

\ 

¢ Пример 11. Вычислить объ- _p R(~ 

ем шара радиуса К. — О > 

Решение. Шар радиуса К | 
получается вращением полуок- } 

ружности у =УЮ -х? вокруг оси 

Ох (рис. 92), поэтому его объем Г 

можно найти по формуле (6). Рис. 92 
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Используя симметрию данного шара относительно оси Оу, находим 

R R 37 ^ 

Г=л (О ах = 2x | (VR ~ x? ) dx = 2 Rs — =| = = aR’ , 
—R 0 0 

Таким образом, получена формула объема шара Г = sak . 

® — Упражнения. Вычислить объемы тел, образованных вращением фи- 
гуры, ограниченной линиями: 

ху 4, 
1. = +=; =1, у=0, гдеу > 0 вокруг оси Ох. (Ome. 3 таь .) 

а’ b 

2. у? =2px, х=й вокруг оси Ох. (Ome. aph’.) 

3. y=sinx, у=0, 0 <x < л вокруг каждой из следующих прямых: 

1) y=0; 2) х=0; 3) х=2л ; 4) х=-1;5) х=-2;6) у=1;7) у=-2. 

(Отв. л?/2 :2л2;6л?;27(л+2);2л(л+4); л(8-л)/2; л(л+16)/2.) 

4. у=х?, у = „/х , вокруг оси Ox (Ome. 3л/10.) | 

5. y=e’, х=0, х=1, у=0 вокруг: 1) оси Ох; 2) оси Оу. 

(Отв. л(е?-1)/2; 2x.) 

6. y=x?, y =1, x =0 вокруг: 1) оси Ox; 2) оси Оу. (Ome. 62/7; 32/5.) 

7. у=Шх, y=0, х=е вокруг каждой из следующих прямых: 

1) у=0; 2) х=0;3) у=-1;4) х=1; 5) х=-1;6) у=1. 

(Отв. л(е-2); л(е?+1)/2; ле; л(е?-3)/2; л(е?+5)/2; л(4-е).) 
2л 

8. ху =4, у=2, у=0 вокруг оси Ох. (Отв. 242-0) 

9. у=4/х, х=1, x=4, у=0 вокруг: 1) оси Ох; 2) оси Oy. (Ome. 127; 24л.) 

6. Центр тяжести кривой и криволинейной трапеции. 

Центр тяжести системы материальных точек. 

Пусть на плоскости Oxy задана система материальных точек: A(x); y,), 

Ay(X23 V2) 5 +5 Аи(х,; Уи) » массы которых соответственно равны т, т,. 

voeg Та \ 

Статическим моментом М, этой системы относительно оси Ox на- 

зывается сумма произведений масс этих точек на их ординаты: 

М; = My + Mz yz +... + т, Ул. 
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Аналогично определяется статический момент М, системы относи- 

тельно оси Оу: 

М, = mx, + тох. +...+ти ха. 

М, М; Точка с координатами | ——; ‚ ге т=т+то+...+т) , назы- 
т m 

вается центром тяжести? системы. 

Ф Пример 12. Показать, что центр тяжести системы, состоящей из трех 

точек Р, О, К, в которых сосредоточены единичные массы 

(тр= то= тк =1), находится в точке пересечения медиан треуголь- 

ника (рис. 93). 

Решение. Убедимся, например, в 
том, что центр тяжести находится на ме- YA 
диане PM. Введем систему координат в 

плоскости треугольника РОК так, чтобы 
ее центр (0; 0) находился в точке Р, а ось 

Ох проходила по прямой РМ. Тогда если 

ордината точки О равна уу, то ордината 

точки А равна (—y,). Отсюда следует, 

что ордината ус центра тяжести С равна 

_ 0-14 yo-1— У: 
Ус 2 

Таким образом, точка С лежит на Ох (прямой РМ). Рассуждая анало- 
гично, покажем, что центр тяжести С лежит на медианах OL и АМ. Следо- 
вательно, С — точка пересечения медиан. 

Пусть теперь массы не сосредоточены в отдельных точках, а расположе- 
ны «сплошным образом», заполняя линию или плоскую фигуру. Тогда для 
определения статического момента вместо суммы потребуется интеграл. 

10. Рис. 93 

Центр тяжести кривой. Рассмотрим некоторую плоскую 

кривую АВ. Будем предполагать, что: 1) кривая задана уравнением 

y=f(x),a<x <b, функция f(x) непрерывна на [а, b]; 2) кривая одно- 

родна, т.е. ее линейная плотность р (масса, приходящаяся на единицу 

длины) постоянна и равна единице. L — длина всей кривой AB. 

Поскольку масса всей кривой m= pL=L (р=1), координаты цен- 

тра тяжести кривой АВ вычисляют по формулам 

Мы He различаем понятия «центр тяжести» и «центр масс». 
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b b 

| 1+ y'? dx р 1+ у"? dx 

. ус == 

а 2) 

| 

L L 
b 

Из формулы для ус следует, что Ё. ус = [yvi + у"? dx , откуда, ум- 
a 

ножив обе части равенства Ha 2л , получаем 
b | 

2mcL=2n[y 1+ у’? ах. 
а 

Правая часть последнего равенства представляет собой площадь поверх- 

ности, полученной вращением кривой АВ вокруг оси Ох (см. формулу (5)), а 

выражение 2лус в левой части — длину окружности радиуса ус. 

Таким образом, получена следующая теорема. 

Первая теорема Гульдена? . Площадь поверхности тела, получен- 

ного вращением дуги плоской кривой вокруг некоторой не пересекающей 

ее оси, которая расположена в ее плоскости, равна длине этой дуги, ум- 

ноженной на длину окружности, описанной при этом вращении центром 

тяжести кривой. 

Ф Пример 13. Найти площадь боковой поверхности конуса. 

Решение. Конус можно представить как тело, полученное враще- 
нием прямоугольного треугольника вокруг катета. Пусть данный конус 
получен вращением прямоугольного треугольника с гипотенузой Lu. ка- 

тетом А вокруг другого катета. Введем систему координат так, чтобы ось 
вращения была осью абсцисс (рис. 94). Очевидно, центр тяжести отрезка 
находится в его середине. Поэтому центр тяжести образующей конуса — 
гипотенузы прямоугольного треугольника — описывает окружность ра- 

диуса R/2. Применяя первую теорему Гульдена, получаем площадь 5 

боковой поверхности конуса: 5 = Ё.2л/2 =лАГ. 

Ф Пример 14. Найти координаты центра тяжести полуокружности ра- 
диуса R с центром в начале координат, лежащей в верхней полуплос- 
кости при условии, что р =1 (рис. 95). 

Решение. Поскольку полуокружность расположена симметрично 
относительно прямой x =0, центр тяжести дуги лежит на этой прямой и 

') Гульден Пауль (1577—1643) — швейцарский математик. Обе приводимые теоремы были 
известны еще в Ш в. н. э. выдающемуся греческому математику Паппу. 
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yA 

Puc. 94 Рис, 95 
хс =0. Площадь 5 боковой поверхности тела, полученного вращением 

полуокружности длины Ё=лА вокруг оси Ох, равна 48°. Применяя 

первую теорему Гульдена, получаем 2лус.лА= 4лЕ*, откуда находим 

ус =2В/л. 

Центр тяжести криволинейной трапеции. Аналогич- 

но понятию центра тяжести кривой вводится понятие центра тяжести 

криволинейной трапеции 0 <у< f(x),a<x<b. 

Будем предполагать, что: 1) функция y= f(x) непрерывна на отрез- 

ке [а, 6]; 2) по этой трапеции равномерно распределены массы так, что 

их поверхностная масса р (масса, приходящаяся на единицу площади) 

постоянна, и для простоты положим ее равной единице. Тогда масса лю- 
бой части трапеции будет измеряться ее площадью. 

Так как масса всей трапеции равна 
n b 

m= lim У (Ах, = [f(@) dx = 5S, 
i=] | а 

где 5 — площадь всей трапеции, то координаты центра тяжести трапеции 
вычисляют по формулам 

b b 

[Го ах 5 [ода 

Ус =—" 
а 

хе = 
С S 3 $ 

Как и в случае центра тяжести кривой, можно получить для ордина- 

ты ус центра тяжести криволинейной трапеции следующее геометриче- 

ское следствие. 

b 

_ 2 2лус.5=л |1? (х) ах. 
а 
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b 

Учитывая, что 2лус — длина окружности радиуса yo, a л f(x) dx — 

а 

объем тела, полученного в результате вращения криволинейной трапеции 
вокруг оси Ох, получаем следующую теорему. 

Вторая теорема Гульдена. Объем тела вращения криво- 

‘линейной трапеции вокруг не пересекающей ее оси, расположенной в той 

же плоскости, равен произведению площади этой трапеции на длину 

окружности, описанной при этом вращении центром тяжести трапеции. 

Ф Пример 15. Найти центр тяжести однородной треугольной пластины. 

Решение. Введем систему координат Оху так, как показано на рис. 96, 
чтобы ее начало находилось в одной из вершин пластины, а другая вер- 
шина имела координаты (1; 0); пусть третья вершина имеет координаты 

(х; у). | 
Найдем ординату центра тяжести пластины, используя вторую тео- 

рему Гульдена. Очевидно, площадь треугольника равна 1/2-1- y= y/2; 

объем тела, полученного в результате вращения треугольника ОАВ вокруг 

оси Ох, равен сумме объемов конусов, полученных в результате вращения 
сторон OA и АВ соответственно, и равен 

[АБ] ((OD|+|DB|)= ay? -1= say’. 

1 
По второй теореме Гульдена, 2лус > = злу’ ‚ откуда ус = 

Итак, центр тяжести пластины находится на расстоянии y/3 от сто- 

роны ОВ. Аналогично можно показать, что он находится на расстоянии 

1/3 соответствующих высот от других сторон треугольника. Таким обра- 

зом, центр тяжести треугольной однородной пластины находится в точке 
‚пересечения медиан треугольника. 

А 
7 A(x; у) ye 

к —» 

В —=——щы5п.`—-[-—+ > 

О р 1 x О хо=а хх) Xi XA O=X, X 

Рис. 96 Puc. 97



® Упражнение. Найти координаты центра тяжести полукруга с цен- 
тром в начале координат, лежащего в верхней полуплоскости, при 

48 
условии, что p=1. (Отв. xc =0, => .) 

7. Работа переменной силы. Пусть материальная точка перемеща- 
ется под действием силы F, направленной вдоль оси Ох и имеющей пере- 
менную величину, зависящую от х. Требуется определить работу 4, со- 
вершаемую силой К, по перемещению материальной точки вдоль оси Ох 
из точки х=а в точку x=b (а<б). Функция F(x) предполагается не- 

прерывной на отрезке [a, 5] (фис. 97). 

Разобьем произвольно отрезок [a,b] на п частей точками 

а=х<х,<х.<...<х, | <х,<...<х„=Ь. Выберем на каждом частич- 

ном отрезке [x;_,;x,;] точку &,. Сила, действующая на материальную точ- 

ку на отрезке [x,_); x,], изменяется от точки к точке. Но если длина отрез- 

ка мала, то значение силы в точках отрезка [x,_,;x,] мало отличается от 

ее значения в любой точке &, Е [x,_,;x,;], Tak kak F(x) непрерывна. По- 

этому работу A,, совершаемую силой F на [x,_,;x,], можно считать при- 

ближенно равной работе, совершаемой на том же отрезке постоянной 

силой Е(Ё),т.е. | 

4; = Е (5: )Ах,. 

Рассуждая аналогично для каждого отрезка разбиения, получаем 
приближенное значение работы A силы F на всем отрезке: 

п 

Aw У. F(E,)Ax;. 
i=l 

С другой стороны, сумма в правой части равенства является интегральной 

суммой для функции F(x). Так как функция F(x) непрерывна на отрезке 

[а, 6], то предел этой суммы при A= max{ Ax;} —0 существует и равен оп- 

ределенному интегралу от функции F(x) по отрезку [a, 6]. Таким образом, 

i=] 

n b 

A= lim У. Е) = [F(x) dx. (7) 

Ф Пример 16. Определить работу A, необходимую для запуска тела 
массой т с поверхности Земли вертикально вверх на высоту Й (рис. 98). 

Решение. Обозначим через F силу притяжения тела Землей. Пусть 
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тз — масса Земли. Согласно закону Ньютона, 

д т F=G—3, 
x 

где х — расстояние от тела до центра Земли. Пола- 

гая Сттз = К, получаем F(x) = k/x? , К <х< 

< h+R, где К — радиус Земли. При х = А сила 

F(R) равна весу тела Р= тя , т.е. === Р, отку- 

да k=PR’, и r(x =PR Таким образом, по 
x 

формуле (7) получаем 
| R+h R+h R+h — A=. [F(x) de = PR { 3 =-pr+ _ РЕВ. 

Рис. 98 A вх хв = R+h 
Упражнение. Электрический заряд e,, помещенный в начале коор- 

динат, отталкивает заряд того же знака е› из точки х=а в точку X= b 

(a<b). Определить работу А силы F при перемещении заряда e,. 

(Отв. А=фве.(Иа-1Б).) (У казание. Электрические заряды отталки- 

.. C1 €2 
вают друг друга с силой Р(х)= k->, где К — постоянная, е и e, — x. 

величины зарядов, х — расстояние между ними.) 

ю
ч
я
м
ж
ь
р
ь
ь
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Вопросы для самопроверки 

Что называется криволинейной трапецией? 

В чем заключается геометрический смысл определенного интеграла? 
По какой формуле вычисляется площадь криволинейной трапеции? 

Что такое свойство аддитивности площади? 
Что называется длиной дуги кривой? 
По какой формуле вычисляется длина дуги кривой? 
По какой формуле вычисляется площадь поверхности вращения? 
С помощью какой формулы вычисляется объем тела вращения? 
Что такое статические моменты системы материальных точек относительно 
координатных осей? 

. Что называется центром тяжести системы материальных точек? 

. По каким формулам вычисляется центр тяжести кривой? 

. Сформулируйте первую теорему Гульдена. 

„. Пс каким формулам вычисляется центр тяжести криволинейной трапеции? 
. Сформулируйте вторую теорему Гульдена. 

. Выведите формулу работы переменной силы. 
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$ 5. Несобственные интегралы 

1. Несобственные интегралы с бесконечными пределами интег- 

рирования. Определение 1. ЛГусть функция f(x) определена на про- 

межутке [а, +®) и интегрируема по любому отрезку [а, К], т. е. суще- 

R . 

ствует определенный интеграл | f(x)dx при любом К>а. Тогда, если 

а 

существует конечный предел 
R 

e , 1 

Jim J f(x)dx (1) 

то его называют несобственным интегралом первого рода и обозначают 
+00 

[f()dx. (2) 

Таким образом, по определению, 
+00 R 

[ах = lim [fds . 
; К— +00 м 

В этом случае говорят, что интеграл (2) существует или сходится. 

Если же предел (1) не существует или бесконечен, то говорят, что инте- 
грал (2) не существует или расходится. | 

Аналогично интегралу (2) вводится несобственный интеграл по про- 

межутку (2.5: | 
К 

[f@)dx= lim [f(x)ax. (3) 
~o R 

Наконец, как сумму интегралов вида (2) и (3) можно определить He- 
собственный интеграл с двумя бесконечными пределами, т. е. 

Trond: = [Убрах+ ‘Troaz , 

где с — любое число, при условии существования обоих интегралов справа. 
+ со 

Ф Пример 1. Исследовать сходимость | dx >: 
1+х 

0 
Решение. По определению имеем 

+0 R 

‚ dx dx R л 
= lim = lim arct x| = lim ага К =>, 

if 2 etl) Raw 2 R>+0 J ]+x R—-> +00 
0 

т. е. данный интеграл сходится. 
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+0 

Ф Пример 2. Исследовать сходимость | cosxdx. 
0 

Решение. По определению имеем 

+09 R R 

[oosx dx = lim Joosx dx = lim sin x = lim sinR, 
о < R- +00 0 R-+0 

HO предел функции sinR при R-»+0o He существует, следовательно, 
интеграл расходится. 

+00 

Ф Пример 3. Исследовать сходимость | e* dx. 
—oO 

Решение. Полагая с = 0, по определению имеем 

40 0 +00 

[© 4х = [© 4х + [e dx; 
—0 —0 0 

интеграл расходится, так как 

+00 R R 

fetdx= lim fe*dx= lim ©" | = lim (e®-1)=0. 
0 += | В—+со 0 К>+ю 

+00 

dx 
Ф Пример 4. Исследовать сходимость — > а — некоторое число. 

x 
1 

Решение. 1) Если а =1, то для любого R>0 

1 
В“ -1 |—— приа>1, 

= lim 
В->+ю0 1l-@ 

1 со при а <1. 

R 

. dx . 
lim |—= lim 

R>+0J x* Roiol—@ 
1 

2) Если а =1,то для любого А>0 

R 
. dx к. 
lim |—= Ш Шх| = lim nR=o. 
R>+0 J хе Ro+0 1 Ro+0 

1 

Таким образом, данный интеграл сходится при a@>1 и расходится 

прт а < 1. 

Заметим, что в рассмотренных примерах вычисление несобственного 
интеграла было основано на его определении. 
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2. Несобственные интегралы от неограниченных функций. 

Определение 2. Пусть функция f(x) определена на промежутке [а, b). 

Точку х=ьЬ будем называть особой, если функция f(x) неограничена в 

любой окрестности этой точки, но ограничена” на любом отрезке 
[a, b— =], заключенном в [a, b). Пусть на любом отрезке [a, b— €] функ- 

ция f(x) интегрируема, т.е. существует определенный интеграл 

b-eé 

| f(x) 4х прилюбом =>0 таком, что Б-Е>а. Тогда, если существу- 

а 

ет конечный предел 

20+ 

b-e€ 

lim [f(x) dx, (4) 

то его называют несобственным интесралом второго рода и обозначают 

b 

[f@)az. (5) 
В этом случае говорят, что интеграл (5) существует или сходится. 

Если же предел (4) не существует или бесконечен, то говорят, что инте- 

грал (5) не существует или расходится. 

Аналогично, если x = a — особая точка, то несобственный интеграл 

определяется так: 
b b 

| Л) @х= lim | f(x) dx. 

Если функция f(x) не ограничена в окрестности какой-нибудь BHYT- 

ренней точки с Е [а, b], то при условии, существования обоих интегралов 

справа по определению полагают 
b с b 

[fey dx= [Уд ах+ [f@) dx. 

Наконец, если аи b — особые точки, TO если оба интеграла справа 
существуют, несобственный интеграл определяется как сумма 

) Функция Хх) называется ограниченной на отрезке [а, 6], если существует число М > 0 

такое, что для всех x E[a, 5] выполняется неравенство | tf (x) < М. Например, функция 

f(x) = sin x ограничена на всей числовой прямой, так как | sin x | < 1 при любом x, a 

функция f(x) = 1/ х не является ограниченной на интервале (0; 1), Tak как He существует 

числа М такого, что для любого x е(0;1) выполняется неравенство 1/ x <M. 
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b с b 

[fe dx= [7 (x) dx+ [Уодах, 

где с — любая точка из (a, 5). 

dx 

\1-х2 

1 
Решение. Подынтегральная функция /(х)= Е не ограниче- 

2 —х 

Ф Пример 5. Исследовать сходимость | 

0 

на в окрестности точки x =1, т.е. «обращается в бесконечность». Поэто- 
му точка x =1 особая. На любом же отрезке [0,1-=] она интегрируема, 

так как является непрерывной функцией. Поэтому по определению имеем 
1 1-5 

dx dx 
= lim = lim arcsinx 

, Л x2 E> 0+ , V1— x? 5—>0+ 

Следовательно интеграл сходится. 

1-= 

= lim arcsin(1—¢)=~. 
0 E> 0+ 2 

1 
d 

Ф Пример 6. Исследовать сходимость | — ‚ a> 0 — некоторое число. 
x 

0 
Решение. 1) Если а *1, то 

1 со при а >1, 1-а 
; dx x 

1-«¢!2 

lim == lim = | -= 
&—0+.] x 5>0+1-а : 690+ |-а Ico при 0<a <1. 

é _-а 

2) Если а =1,то 
1 
га 1 

lim | <= tim Inx| = Ша (-Ine)=0. 
670+) X é-0+ = 5>0+ 

Е 

Таким образом, данный интеграл сходится при 0<а <1 и расходит- 

ся при а > 1. 

3. Признак сходимости несобственных интегралов. 
Теорема 3.5 (признак сравнения несобственных интегралов). 

Если функции f(x) и g(x) непрерывны на промежутке [а, +0) и удов- 

летворяют на нем условию 0 < f(x) < g(x), то из сходимости интеграла 

+00 

[g(x) dx (6) 
a 
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следует сходимость интеграла 
+00 

Jf@) 4x, (7) 
а из расходимости интеграла (7) следует расходимость интеграла (6). 

Ф Пример 7. Исследовать сходимость (ae lax)’ 
+X 

Решение. Сравним подынтгральную функцию f(x) = ra 5 с 
| x“(1+x 

функцией Г <) = на [1, +0). Очевидно, что 
х 

1 ek 

x*(1+ x) x? 

Ho интеграл [5 сходится, так как а=2>1 (см. пример 4). Следо- 
х | | 

вательно, согласно признаку сравнения, сходится и данный интеграл. 

Ф Пример 8. Исследовать сходимость [= dx. 
x 

vx 
Решение. Сравнивая подынтегральную функцию с функци- 

1 
ей —— на [1, + со) ‚ имеем ae Bot) 

1 vx. vx 
—= < 
Wx х+х 1+х’ 

Но интеграл | = расходится, так как @ = ; <1 (см. пример 4). Следо- 
x 

вательно, согласно признаку сравнения и данный интеграл расходится. 

Замечание. Аналогичный признак сравнения для несобственных ин- 
тегралов, второго рода можно сформулировать следующим образом: если 
фувкции f(x) и g(x) непрерывны на полуинтервале (а, 6] и для всех точек x 

в некотором интервале (а, а+ =) выполняются условия 0 < f(x) < g(x), то из 
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сходимости интеграла | 2(х)4х следует  ХОДИМОСТЬ интеграла | f(x) 9х, а из 

а а 

расходимости интеграла | J (x) dx следует расходимость интеграла | 2(х) ах. 
а а 

® — Упражнения. Исследовать сходимость: 

+00 

1. Jer* dx. (Отв 1.) 2. ‘fre 2? ах. (Ome. +.) 
2 

0 0 

+00 d 400 

3. | ——. (Ome. ш2.) 4. farctgx dx. (Ome. Расходится.) 
x +x 

1 0 

+00 

5. |= nx dx .(Ome. Расходится.) 6. |sinxdx. (Ome. Расходится.) 

| 
3 

7. fe ах. (Ome. - 1.) в. | 4% (Отв. =) 
о V9 —x? 2 

0 

л/4 2 dx 

9. Ictaxdx. (Отв. Расходится. 10. | . (Отв. 0. 8 ( ) Fs ( ) 

0 0 

+00 

dx 1 1 dx 
11. | ome Расходится, так как >—,a [= расходится.) 

x3 —1 37.3 —1 x 5 x 

+00 

e*dx . e* у 
12. | . (Отв. Сходится, так kak прих > 1 <e*,a fe ax 

x 
1 | 

сходится (см. задачу 1).) 

x 
. (Отв. Расходится, так Kak прих > | ——== 

в. x4 vx441 Te +1 eat +х* 

м
 

асхо Я ХР Рио) 

—
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+0 

14. | 5 dx . (Отв. ^.. Указание. Оба предела интегрирования 
x°+2x4+5 2 

бесконечны, поэтому предварительно разбить интеграл на два. Вме- 
сто точки х =0 в качестве промежуточного предела интегрирования 
можно взять любую другую точку оси Ох.) РЕ ; - | 

15. | ы =~.) . (Отв. 
x7 +4x+9 ( 5 

—O 

4. Пример использования несобственного интеграла. Вычислим 

вторую космическую скорость тела, т.е. начальную скорость, при KOTO- 
рой оно способно выйти из поля притяжения Земли в межпланентное 

пространство. 
Ранее (см. 8 4, п. 7, пример 16) с помощью определенного интеграла 

была вычислена работа, необходимая для запуска тела массой т с по- 
верхности Земли на васоту й: — 

R+h 
PRh 

A= К а — e 

J (x= R+h 

Выход тела в межпланетное пространство означает запуск его на 
бесконечную высоту (h=oo ). Вычислим необходимую для этого работу: 

lim A= ов lim PRA _ tim РА 
hoo oR+h 51+ КИЙ 

где т —масса тела; g — ускорение свободного падения у поверхности 
Земли (трение и притяжение других планет при этом не учитываются). 
Эта работа совершается за счет изменения кинетической энергии тела. 
Поэтому кинетическая энергия тела в начальный момент должна быть не 
меньше этой работы, т. е. начальная скорость тела 1 должна быть такая, 
чтобы 

= РК = тёК, 

2 
то 

> > mgR или v > J2gR =/2-10-6400000 m/c= 

=1,4.8000 м/с = 11,2 км/с. 

Если начальная скорость тела равна 11,2 км/с, то его траектория 

движения представляет собой параболу. При начальной скорости, боль- 
шей 11,2 км/с, траектория будет представлять собой гиперболу, а при на- 
чальной скорости, меньшей 11,2 км/с, тело будет двигаться по эллиптиче- 

ской траектории, при этом либо упадет на Землю, либо станет искусст- 
венным спутником Земли. 
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Вопрсы для самопроверки 

Дайте определение несобственного интеграла первого рода. 
В каком случае несобственный интеграл первого рода сходится? 

Если оба предела интегрирования бесконечны, то какое число можно взять в 
качестве промежуточного предела интегрирования? 

4. Дайте определение несобственного интеграла второго рода. 
5. Приведите примеры ограниченной и неограниченной функций, нарисуйте их 

графики. 
6. В каком случае несобственный интеграл второго рода сходится? 

Сформулируйте признак сходимости несобственных интегралов. 
С помощью несобственного интеграла первого рода вычислите вторую кос- 
мическую скорость. 

ы
ы
 

90
 
;4
 

$ 6. Приближенное вычисление определенных интегралов 

При решении физических и технических задач приходится находить 
определенные интегралы от функций, первообразные которых не. выра- 
жаются через элементарные функции. Это привело к необходимости вы- 
вода приближенных формул вычисления определенных интегралов. По- 
знакомимся с двумя из них: формулой трапеций и формулой Симпсона. 

- 1. Формула трапеций. 
п-1 

[уве 2 fa) f(b)+ 22S ). 

где а) = Ио), Лен), Лао), on fC) = 10 — равноотстоящие ор- 
динаты функции y= f(x) на отрезке [а, b]. Погрешность формулы тра- 

пеций не больше чем 

,(b- a y 
. 12n 

где Е — наибольшее значение |/"(х) на отрезке [a, 6]. 

4 Пример 1. Вычислить по формуле трапеций для п=10 интеграл 

Г Полученный результат сравнить с точным. 
х 

Решение Разобьем отрезок [0, 1] на 10 равных частей 1 точками 

Хх =0, x, =O,1, ..., хо =0,9, ху =1. Вычислим приближенно значения 

функции И =т— в этих точках: f(0)=1,0000, Г(0л1)= 0,9091, 
| x 
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(0,2) = 0,8333, ((0,3)=0,7692,  £(0,4)=0,7143, (0,5) = 0,6667, 

(0,6) = 0,6250, (0,7) = 0,5882, (0,8) = 0,5556, (0,9) = 0,5263, 

Ха) = 0,5000. 

— По формуле трапеций получаем 

1 
| dx 1 ( 1,0000 + 0,5000 

= — + 0,9091 + 0,8333 + 0,7692 + 0,7143 + 0,6667 + 
, 1+х 10 2 

+0,6250 + 0,5882 + 0,5556 + 0,5263) = 0,69377 = 0,6938 . 

Оценим погрешность  полученого результата. Tak как 

Г) =И@+х), то f'(x)=-1/4+xy¥, f"(x)=2/(1+x)?. На отрезке 
[0,1] имеем |Х"(х) < 2. Поэтому погрешность полученного результата 

не превосходит величины 

k(b-ay 2 1 а 2 = 1 < 0,0017. 
12n 12-10° 600 

`Вычислим точное значение данного интеграла по формуле Ньютона— 

Лейбница: 
| 

| dx _ №(1+х) | =12=0,69315. 
1+х 0 

0 

Абсолютная ошибка результата, полученного по формуле трепеций, 
меньше 0,0007. Это находится в соответствии с данной выше оценкой 

погрешности. 

Во многих технических задачах эта точность достаточна. Если уве- 

личить число и, то точность будет большей. 

® Упражнение. Вычислите по формуле трапеций для п=10 интеграл 
4 

I= | x* dx полученный результат сравните с точным. (Отв. | ~ 21,44.) 

0 

2. Формула Симпсона.” 

b п-1 
b-a 

[Усдах ad —— У + 4 Yous + Yoe+2) 
. 6n 1—0 

WI B развернутом виде 

1) Симпсон Томас (1710—1761) — английский математик. 
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b-a : 
én [Yo + Yan + 2 V2 + У4 +...+ Van-2) + ACY, + Уз+...+ Von-1)]- 

Погрешность формулы Симпсона He больше чем 

(b-a) 
2880n' ° 

где М — наибольшее значение | f (x) на отрезке [a, 6]. 

b 

[Горах = 

Выше отмечалось, что погрешность формулы трапеций оценивается 
_ wy 

C=" (k= maxlf"(e)). 
1 2n? [a,b] 

числом k 

Так как и‘ растет быстрее, чем п? , то погрешность формулы Симпсона с 
ростом п уменьшается значительно быстрее, чем погрешность формулы 
трапеций. Этим и объясняется, что формула Симпсона позволяет полу- 
чить большую точность, чем формула трапеций. 

Для сравнения точности приближенных формул вычислим еще раз 
| 

интеграл [=> но теперь по формуле Симпсона при n=4. Разобьем 
+х | 

0 

отрезок [0, 1] на четыре равные части точками ху =0, x, = 1/4, x, =12, 

x,=3/4, х.=1 и вычислим приближенно значения функции 

<) =У@+х) в этих точках уу=1,0000, у =0,8000, у = 0,6667 , 

уз = 0,5714, у. = 0,5000. 

По формуле Симпсона получаем 

1 
dx Б-а 

| = [Уо + уд +2у› + HY, + уз)]= 
1х бп 

= —— 150000 + 0,5000+2.0,6667 + 4(0,8000 + 0,5714)] = 0,69325. 

Оценим погрешность полученного результата. Для подынтегральной 

функции f(x)=1/(1+x) имеем: f(x) = 24/ (1+х)? , откуда следует, что 

на отрезке [0, 1] | f(x) < 24. Следовательно, можно взять M = 24,4 

погрешность результата не превосходит величины 

24/ (2880-4“)< 0,0004. Сравнивая приближенное значение с точным, 

заключаем, что абсолютная ошибка результата, полученного по формуле 
Симпсона, меньше 0,00011. Это находится в соответствии с данной выше 
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оценкой погрешности и, кроме того, свидетельствует, что формула Симп- 
сона значительно точнее формулы трапеций. Поэтому формулу Симпсона 
для приближенного вычисления определенных интегралов используют 
чаще, чем формулу трапеций. 

3.1. 

3.4. 

Упражнение. Вычислите по формуле трапеций п=10, а по формуле 
2 

Симпссна 2п=8 интеграл [= rs Полученные результаты 
х 

сравните с точным. (Отв. По формуле трапеций J ~ 0, 69377; по 

формуле Симпсона, J = 0,69315.) ит 

Вопросы для самопроверки 

Чем вызвана необходимость вывода приближенных формул вычисления оп- 
ределенных интегралов? 

Объясните, почему формула Симпсона позволяет получить большую точ- 
ность, чем формула трапеций? 

$7. Контрольные задачи 

В задачах 3.1—3.3 надо вычислить указанные интегралы. 

ii 8 4 
[44-22 ах. 3.2. [ 24%. 33. | х 4 ах 

_\3 \1+х х 

3 2 

7 . 

Вычислите интеграл | Vcosx dx , не находя первообразной подынтеграль- 
0 

ной функции. 

В задачах 3.5—3.7 требуется найти площади фигуры, ограниченной указан- 
НЫМИ ЛИНИЯМИ. 

. Парабола у= —х? +4х-3 и касательные к ней, проведенные через точки 

(0; — 3) u (3; 0). 

. Синусоида у =sinx и парабола у=х? —лх. 

. Линия у=|х|+1, прямые у=0, х=-2 их=1. 

3.8. Шаровым слоем называется тело, получаемое при вращении криволинейной 

трапеции, ограниченной дугой окружности у = R? -x’, прямыми х=а и 

x=b (-Е<а<Ь< В) иосью Ox, вокруг оси Ох (рис. 99) . Найдите объем 
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yA 

{ 

ИТ! /\ 

ГГ: ii} 
г]! И 

т Ы Г м 

В ВО Во ГДЕ 
\ |: \, / 
NY 

Puc. 99 Puc. 100 

шарового слоя, вырезаемого из шара x? + у? +22 =16 плоскостями х=2 

их=3. 
3.9. Шаровым сегментом называется тело, полученное при вращении дуги ок- 

ружности вокруг диаметра окружности, перпендикулярного хорде, стяги- 
вающей концы дуги. Найдите объем шарового сегмента, зная радиус окруж- 
ности А и высоту Н сегмента — длину участка оси вращения, находящуюся 
внутри сегмента (рис. 100). 

3.10. Шаровым сектором называется тело, полученное при вращении кругового 
сектора вокруг одного из его граничных радиусов. Найдите объем шарового 
сектора, зная радиус шара А и высоту сектора Н (рис. 101). 

® B задачах 3.11, 3.12 найти: а) площадь фигуры, ограниченной заданными 
линиями; 6) объем тела, полученного вращением этой фигуры вокруг оси Ох. 

3.11. Параболы x =1-3y? их=-2у2. 

a5} 

TJ Va 
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3.12. Кривая у = cos’(x/2)—sin?(x/2) и прямые y=0, x=0 их=л/2. 

3.13. Найти длину дуги полукубической параболы у = ху? ‚ где x Е(0, 4]. 

3.14. Заданы: парабола у=х? и прямые y=0, х=а, где а> 0. Найдите: a) пло- 

щадь фигуры, ограниченной заданными кривыми; 6) объем; в) площадь по- 
верхности тела, образованного вращением этой фигуры вокруг оси Ох. При вы- 

числении площади гюверхности считать сначала 0 << х < a, а затем устре- 

мить Db к0. 

® —Взадачах 3.15, 3.16 с помощью теорем Гульдена и соображений симметрии 
найти центры тяжести указанных материальных тел. 

3.15. Дуга окружности радиуса К, стягивающая центральный угол величины 24а. 
3.16. Круговой сектор с углом 2а между ограничивающими его радиусами вели- 

чины А. | 
3.17. Тором называется тело, полученное вращением круга вокруг непересекаю- 

щей его оси («бублик»). Найдите: а) объем тора; 6) площадь поверхности то- 

ра, полученного вращением круга (x — 2} +у? < 1 вокруг оси Оу. 

3.18. Ювелиру заказано золотое колечко шириной Н, имеющее форму тела, огра- 
ниченного сферой с центром О и поверхностью цилиндра радиуса К, ось ко- 
торого проходит через точку О (рис. 102). Мастер сделал такое колечко, но 
выбрал К слишком маленьким. Сколько золота ему придется добавить, если 
К нужно увеличить в т раз, а ширину Н оставить прежней (удельный вес зо- 
лота считается известным)?



Ответы, решения к контрольным задачам 

1.1. x25. 

Решение. Равенство |х+у|=|х|+|у| справедливо только тогда, когда x Hy 

имеют одинаковый знак. Tak Kak x +2х+5=(х +1) +4>0 при любых значениях x, TO 

данное равенство справедливо для тех значений х, при которых х-5 2 0, отсюдах 2 5. 

1.2. х=-л/2+2л (k=0,+1,42,...). 

_ Решение. Данное равенство справедливо для тех значений х, для которых 

sinx<Q. Поэтому имеем: -sinx-sinx=2, или зшх=-1, отсюда 

=-л/2 +2 (k=0,+1,42,...). 

1.3. |х|> \. 

Решение. Равенство [х-у|=|х|-|у| справедливо только тогда, когда x 

и у имеют одинаковый знак и |х| > |У|. В данном случае равенство справедливо 

для тех значений x, при которых x“ -4>2х? +2, или x’ —2 > 1, отсюда |x| > V3. 

1.4. 1) х=0;2) x=2/5 wx =2;3) x=1/2. 

1) Решение. Имеем 

(х+4), еслих 2-4, 

| nn если x < —4, ' 

(х+4), ecmx 24, 
x-4l=4 | 

—(x+4), еслих < 4. 

Следовательно, при x <—4 получаем —(4+х)=-(х-4), откуда 8 =0 — невер- 

ное равенство — решений нет; при -4 < x <4 получаем (х+4)=-(х-4), от- 

куда x =: 0; прих > 4 имеем х+4=х-4, откуда 8 =0 — неверное равенство — 

pen.“ нет. Таким образом, x = 0 — решение данного уравнения” 
2) Решение. Имеем 

И х-1, еслих >1, 25 1-2x, если x < 1/2, 

oe ~ |-(1-2x), еслих >1/2, 
x, ecmx 20, 

|x|= 
—х, еслих < 0. 

—(х-1), еслих <1, 

1) Здесь использован специальный прием — «метод интервалов». 
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Следовательно, при х<0 получаем —(х-1)+1-2х =-2х, откуда х=2 — pe- 

шений нет, так как 2® (<, 0) ; при 0 <х< 1/2 получаем —(х-1)+1-2х=2х, 

откуда х=2/5 — решение уравнения, так как 2/5 = [0,1/2]; при 1/2 <х<1 по- 

лучаем —(х-1)-(1-2х)=2х, откуда х=0 — решений нет; при 1 < x <+00 

имеем х-1-(1-2х)=2х, откуда х=2 — решение уравнения. Таким образом, 

х=2/5 и x=2 — решения данного уравнения. 

3) Решение. Имеем: а) |3-2х|-1=2|х|; 6) |3-2х|-1=-2]х|. 

а) 
3-2х,  ecmx < 3/2, x, еслих 20, 

[3—=2х| = |x|= —(3-2x), ecm x > 3/2, 

Следовательно, при х<0 получаем 3-2х-1=-2х, откуда.2=0 — He- 

верное равенство — решений нет; при 0 < x < 3/2 получаем 3—2x-1=2x, 

—х, еслих < 0. 

откуда х=1/2 — решение уравнения; при 3/2 < х<-+< имеем -3+2х-1=2х, 

откуда 4 = 0 — неверное равенство — решений нет. 
Нетрудно проверить, что в случае 6) уравнение на имеет решения. Таким 

образом, х = у 2 — решение данного уравнения. 

1.5. х<0 или 0<x<3. 

Решение. Неравенство |[а-5|>|а|-|Ь| справедливо тогда, когда: 1) числа 

аи b разных знаков; 2) когда |а|<|6|. В случае 1), так как x” > 0, то неравенство 

имеет место для значений x, при которых 3x < 0 ‚т.е. для x < 0. В случае 2) неравен- 

ство выпюлняется для тех значений x, для которых x’ <Зх или х?—3х<0, 

х < 0, х > 0, 

х-3< 0. 

система не имеет решений, а вторая имеет решение 0<х<3. Таким образом, 

получаем ответ х<0 или 0<х<3. 

1.6. х<-4 илих>4. 

х(х-3)<0. Возможны два случая: либо | Первая 
х-3> 0, 

1.7. Решение. Имеем: 1) при п=1 утверждение верно, так как 41=4>1=1; 
2) предполагая верность данного утверждения для некоторого п, докажем, что 

4” > (п+1):. Действительно, так как 4"! =4.4" > 4? ‚ая > пип?> 1, то 

4п? > п? +2п+1=(п+1)?. Окончательно получаем 4”*! > (п+1)? ‚ что и требова- 

лось доказать. 

1.8. Решение. Имеем: 1) при п=4 утверждение верно, поскольку 4!= 24 > 

>16 = 2°; 2) предполагая верность данного утверждения для некоторого п>4, 

докажем, что (n+1)!>2"*!. Действительно, (п+1)!= п!(п+1)> 2".2=2”"' ‚ так 
n+l 

kak n+1>2 прил? 4. Окончательно получаем (n+1)!>2°° , что и требовалось 

доказать. 
ра 
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1.9. Решение. Имеем: 1) при п=2 утверждение верно. В самом деле, 

V2 <1+1/ 2 <2V2 или 2<J2+1<4. Это верно, поскольку 1<2 <2; 

2) предполагая верность данного утверждения для некоторого п > 2 , докажем, что 

1 1 1 1 
Vint] <1+ ++... tet ee << Vl. 

V2 V3 Vn Vn+1 

Для того, чтобы‘доказать справедливость неравенства 

1 1 1 1 
Vn+1 <1+-=+-=+...+-+ , 

V2 V3 Vn vn+1 

достаточно показать, что 

/п+1 < Jn + 
| 

intl 

Это действительно верно, так Kak 

фу <=> 1 п+1< -/[м(п+1) +1 & 

<> п? < (+1) ="? +n <> O0<n, 

что очевидно при п > 2. aero men zones неравенство 

<2Vn+1, 
+ Rt + т 

достаточно показать, что 

avn + <2\/п+1. 

Это неравенство верно, поскольку 

ки © 2/n(n+1)+1<2(n+1) > 
/п+1 

<> 2\/п(п+1) <2п+1 <> 4"? +41 <4и? +4п+1 <> 0<1. ‚ 

Таким образом, данное утверждение доказано. 

п(п+1) _ п(п+1) (п +2) 
= Е . _ 

Решение. Обозначим искомую сумму через 5,. Тогда 

1 

/п+1 

1.10. 1+3+6+...+ 

п(п+1) 1+1 2742 п’ +п 
5 =1+3+6+...+ = + +... + = 

п 2 2 2 2 

п(п+1)(2п+1) п(п+1) 
P42 +t +14+2+...+п _ 6 ae 

2 2 

1) Знак <> означает равносильность. Например, запись A <> В означает, что из А следует 

В и, наоборот, из В следует A. 
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_ п(п+1)(2п+1+3) _ и(п+1)(и+2) 
12 6 

+1)(2n+1 
Замечание. Формула 2422 4...4n2 = < n+) доказана в $4 

n(n+1) 
(см. пример 1), а формулу 1+2+...+п= 5 вы должны были доказать 

самостоятельно. 

1 1 1 1 1 
1.11. —-+——+...+ =--——. 

1.3 3.5 (2п-1):(2п+1) 2 2(2n+1) 

Решение. Обозначим искомую сумму через 5, и представим 

1 в виде 1 - . 

(2n -1)-(2n +1) 2(2n-1) 2(2n4+1) 

[ я (2 “) ( 1 1 | 
9 =|---|+|--— |+... + _ = 

2 6} |6 10 [1201-10 2(2n+1) 

1111 1 1 1 3d 1 
+ 

Тогда 

+ Let + - = —_—-.. 
2 6 6 10 2(2n- 1) 2(2n-1) 2(2n+1) 2 2(2n+1) 

Чтобы убедиться в TOM, что сумма определена правильно, воспользуемся методом 
математической индукции. Имеем: 

1) при п =1 утверждение верно, так как 

т 

' 1:3 2 6° 
2) допустим, что для некоторого п верно равенство 

1 1 
=; 

2 2(2n+1) 

тогда 

1 1 1 1 
S41 = 5, + =—+ - = 

(2n+1)(2n+3) 2 (2n+1)(2n+3) 2(2n+1) 

1 2n+3-2 1 2n+1 1 1 

2 2(2n4+1)2n4+3) 2 2(2n+1)(2n+3) 2 2(2n+3) 
Таким образом, методом математической индукции мы подтвердили справедли- 

1 1 
вость искомой формулы 5, =—- 

2 2(2n+1) 

2.1. x=+,/2/3. 

Решение. Так как касательная параллельна прямой у=х, ее угловой ко- 

эффициент равен 1 — угловому коэффициенту этой прямой. С другой стороны, 

угловой коэффициент касательной в точке x, равен /”(хо). 
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Итак, надо найти, при каких значениях х верно равенство /’(x)=1. По- 

скольку f(x)=x°-x, Г’(х)= Зх? —1, получаем уравнение 3x” -1=1. Отсюда 

x= +,/2/3. 

2.2. — 45°. 
Решение. Искомый угловой коэффициент равен значению производной 

функции в точке х=0 (точке пересечения графика с осью Oy). Так как 

1(х)=2х -х,то Г’(х) = 6х? -1 и f(0)=-1. 

2.3. 45°; 0°; — 45°. 
Решение. Искомые угловые коэффициенты равны значениям производ- 

2 
4 4-2 

ной в точках 0; 2; 4. Так как /(х)= ‚ TO f=. Соответственно 

имеем: f’(0)=1; /’(2)=0; /’(4) = -1. 

2.4. у=х+1. 

Решение. Точки пересечения с осью абсцисс находятся из условия 

yo =0,т.е. (хо + 1)/3 = 0. Отсюда x, =—1. Уравнение касательной, проходящей 

через точку графика (x,;y,), имеет вид у- у = Г’(хо(х-хо). Так как 

3 +1 
fix=> 3 ‚ то f'(x)=x и f’(x,)=1. Получаем уравнение касательной: у=х+1. 

2.5. — 45°. 
Решение. Искомый угловой коэффициент равен значению производной 

при x =}. Так как До) = =, 10 г) =- и /^(1)=-1. 

2.6, а = 4 . 

Решение. Точки пересечения кривой с осью абсцисс находим из уравне- 

ах. -х: 
`—° = 0; отсюда x,=0 или (приа > 0) x,= +^/а . Угловые коэффици- НИЯ 

енты в этих точках равны /’”х,). Так как f(x) = (ах - х3)/4, то 

f'(x) = (а-3х?)/4 . Отсюда /’(0) = а/4 или (приа > 0) /(+Ма)=-а/2. 

По условию, f’(x,)=1. Значит, а=4 или (при а > 0) а=-2. Значение 

а =-2 не подходит. 

2.7. Прямая у = 3х —4 является касательной к кривой у = х3—2. 

Решение. Если прямая у=3х-4 — касательная к кривой y=x-2 B 

точке (a;a’—2), то f'(a)=3. Отсюда 3a” =3, следовательно, а = +1. Kaca- 

тельная, проходящая через точку кривой с абсциссой а, имеет уравнение 
у- Г(а)= Г(а(х-а).При а=1 получаем у+1=3(х-1), откуда у=3х-4. 

162



2.8. у=-х+2; у=-9х-6. 

Решение. Уравнение касательной, проходящей через точку гиперболы 

(aa), у-Уа= Г(аХх-а).Так как /(х)=Ух то f'(x)=-I/x и Га) =-Уа?. 

Итак, уравнение касательной имеет вид y —1/a = —(Уа?Хх — а) ‚ откуда 

у=— + - (+) 

По условию, эта прямая проходит через точку (-1;3) ‚т.е. 3= 1/ а? + 2/а . Отсю- 

да За’ -2а-1=0, значит, а, =1, а, = -ИЗ. Подставляя эти значения в (*), по- 

лучаем ответ. a 

2.9. у=х+10. 

Решение. Пусть искомая прямая проходит через точку (а; 8 -За- 2a’) 

на первой параболе. Общее уравнение касательной y= f(a)+ f’(a)(x -а). Tak как 

f(x) =8-3x-2x’, то /’(х)=-3-4х и Г’(а)=-3-4а . Таким образом, данная 

прямая имеет уравнение у= 8 —3a—2a* -(3+4а{х-а), т.е. у=-(4а+3)х+ 

+2а?+8. Предположим теперь, что прямая проходиг через точку 

(b;2+9b-2b") на второй параболе. Рассуждая аналогично, получаем, что урав- 

нение прямой у = -(46-9)х + 2b’ +2. Полученные два уравнения должны зада- 

вать одну и ту же прямую. Следовательно, 

4а+3= 45-9, 

|. +8 = 25? +2. 
Решая эту систему, найдем а= —1. Таким образом, уравнение искомой прямой 

у=х+10. _ 

2.10. а=0; b=1/4. 

Решение. Уравнение касательной к параболе в точке (с; c’ +ac+b) та- 
\ 

кое: y=c’ +act+b+ f'(cXx—c), причем Г’(х)=2х+а, т.е. Г’(с)=2с+а. 

Поэтому уравнение касательной у=(а+2с)х+6- с. 

Если касательной является прямая у = —х , то получаем 

a+2c=-l, с = at) atl 2 2 

> > 2 > | ——| =6 > а+2а+1=46. (*) 
b-c =0 2 2 

c=b 

Во втором случае касательная — прямая y = 5x —6. Тогда 

a+2c=5, в=274. 2 

‚ > 2 <> a’ -10a+1=4b. (**) 
b-c =-6 2 

c =b+6 
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Из (*) и (**) получаем систему 

|" +2а+1=46, 

а’ -10a+1=4b. 

Вычитая из первого уравнения второе, имеем a=0 и =1/4. 

2.11. х=Оих=4. 

Решение. Приведем уравнение окружности к простейшему виду: 

x’ —4x+4+4y’ = 4, откуда (х-2 + у? = 4. Таким образом, центр окружности — 

точка (2;0) — лежит на оси абсцисс. Поэтому касательные к окружности в точ- 

ках пересечения с осью абсцисс вертикальные. Так как радиус равен 2, то эти 

касательные проходят через точки (0;0) и (4;0). 

2.12. v=55 м/с, а=26 m/c’. 
Реш ение. Сначала найдем скорость движения 5’ как функцию [, а потом 

вычислим 5’(5). Имеем 

u(t)=s'(t)=(t° —21 + 4y = 30 —4¢. 

При ¢=5, получаем v(5)=5'(5)=3-5° —4.5=55. 

Тенерь найдем ускорение движения 5” как функцию /, азатем вычислим 5”(5): 

a(t) = 5"(г) = (32-41) =6-4; а(5)= 5”(5)=6.5-4=26. 

Итак, скорость v = 55 м/с; ускорение а = 26 m/c’. 

2.13. Решение. Находим мгновенные скорости точек в момент времени f: 

и (1)=5()=2; и.(1)=5(@= 82. Отсюда получаем v,(0)=v,(0), v,(1/2)=v,(1/2); 

v,(t)>.v,(t) при 0<:<12, v,(t)< v,(t) при t>1/2 . Средняя скорость первой 

_ 91 (1)- s,(0) 
Гор — 1 точки на промежутке 0 < ¢ < 1 равна у =1, второй точки — 

_ 52 (2) — s,(0) 
2cp — 1 = 2. Таким образом, 0), < V2 ,,- 

2.14. Решение. 1) Пользуясь правилом дифференцирования произведения и 
формулами производных, получаем 

f'(x)= (a) Vi-x +x(Vi-x) =1-v1-x +x(- ——) = 
—x 

2(1-х)-х 2 -3x = Ving -— 2 = et. 2-3 
21-х 21-х 21-х 

2) Пользуясь правилами дифференцирования произведения, частного и 
формулами производных, получим 

| 1 

(x? sin x)’ Inx—x’ sinx (Inx) _ (x? cosx +2x sinx)Inx— x" sinx-— 

In? x In? x 
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_ х(х cosx +2 sinx) шх-хзшх 

In? x | 

3) Пользуясь правилами дифференцирования сложной функции, частного и 
формулами производных, имеем , 

1 2(1+x7)-4x7  2(1-х”) 2(1-х2) 
Л(х) = - - 

. -( = ) (+ Уи аня?) [1-27] +27) 
14x? 

т. е. 
Г 2 
р при |x|<1, 

Г@<)=\ 2 
[1.2 ™ |x|>1. 

При |x| =1 производной не существует. 

р 
2.15. R=3/— , h=2R. 

27 

Решение. Запишем формулы для объема банки и площади ее гтюверхности: 

Г=лЕ’.В, S=2nR’ +22Rh. 
V 

Выражая высоту банки fh через радиус й =——— и подставляя полученное выра- 
л 

жение в формулу для поверхности, получаем 
27 

5(®)=2л8? +=; 0<R<too, 

Таким образом, задача о «наилучшей» консервной банке сводится к определению 
такого значения К, при котором достигает своего наименьшего значения функция 
5(К). Вычислим производную функции S(R): 

S’(R)= aR = (aR? -V). 

Решая уравнение 

2 
R 

получаем точку возможного экстремума R= UV (22). Исследуем знак произ- 

водной в окрестности этой точки (рис. 103). 

5 При 0<R<¥V/(27) производная отри- 

Знак S’(R) |------- +++++ > пательна и функция S(R) убывает, при 

О IV /(2n) VV / (27) <В<+® производная положи- 

тельна и функция 5(К) возрастает. Следо- 

Рис. 103 вательно, А = ///(27) — точка локально- 
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го минимума, 5 (3/ Г/(2л )=3 \2луУ? — минимальное значение функции в этой 

точке. 
Итак, радиус и высота банки, наилучшие с точки зрения условия минималь- 

ности S(R), определяются формулами R=YV/(27), h=2R, т.е. высота 

«наилучшей» банки равна ее диаметру. 

3.1. 4л/3+\3. 
Решение. Применим подстановку x= p(t)=2sin¢t считая, что —л/3 < 

<: < л/3. Функция —(t)=2sint на отрезке [-л/3; 2/3] удовлетворяет всем 

условиям теоремы о замене переменной, так как она непрерывно дифференци- 

руема, монотонна и ф$(-л/3)= _J3, ф(л/3) = \3. Заметим, что 

\4-х? =2|cost|=2cost (|cost| = cost, так как при —л/З << л/3 BInIV 

четверти, cost > 0), p’(t)=2 cost . Поэтому 

V3 2/3 л/3 1 х/3 47 

[v4—x? ах =4 [сов =2 [(1+cos2r) @ = 2 (1+2) =— +43. 
3 яз яз 2 ~#/3 

3.2. 32/3. 

Решение. Сделаем подстановку {= Vl+x . Выразив отсюда x, получим, 

что x=9(t)=0'-1; Tak kak {=2 при х=3, а при x=8 имеем #=3, будем 

считать, что функция x = —(t) определена на отрезке [2, 3]. Поскольку функция 

(p(t) удовлетворяет всем условиям теоремы о замене переменной, получаем 

8 
3 3 xdx 2 f 

=2 |(t° -l)dt=2| —- Fires J ) ; 
> 32 

3 
2 

3.3. ¥3/32. 
2 

Решение. Воспользуемся подстановкой x= g9(t)=——-=2sect, где 
cost 

Поскольку функция х= g(t) удовлетворяет 
521 

на отрезке [0, л/3] всем условиям теоремы о замене переменной, 

4 

[2-4 _ 1“ 
x4 

2 

sint 
0<:< 2/3. Тогда g’(t)=2 

\ co 

=7 sin? t cost dt- (*) 

Чтобы вычислить последний интеграл, заметим, что если в формуле замены пе- 

А 
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b В 

ременной | Л) ах = | ЛФ@)]ф’(Г) dt в интеграле слева положить /(х)= x? ‚ а 

х=ф(г) = зщЕ, то 

fl—(t)]p'(t) = sin’ t cost , 
т.е. подынтегральная функция в интеграле в правой части равенства (*) равна 

S{y(t)]¢’(t) . Поэтому, используя формулу замены переменной справа налево, 

получим 

n/3 3/2 гр ¥3/2 В 

1 со |? du=—. =—. 
4 5 4 5 4 3 о 32 

3.4. 0. 

Решение. В силу формул приведения, соз(л-х)=-со05х. Поэтому 

3/05 ( (л-х)= =-\с0$х , и фигуры, имеющие площади §, и 5, (рис. 104), сим- 

метричны относительно точки л/2 на оси абсцисс, значит, 5, =5,. С другой 

стороны, используя свойство 5° определенного интеграла имеем 

Pleas as = "Pla a [Neo sx dx . 
2/2 

n/2 

Поскольку |Vcosx dx =51›а [Усов dx =-5) › получаем 
0 n/2 

+ _ 

[¥eosx dx =S§,-S,=0. 

0 

3.5. 5=9/4. 

Решение. Убедимся в том, что данные точки лежат на параболе: 

Yi 
yA 3 

o| W323 * 

-3 

Рис. 104 Рис. 105 
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-3=-0?+ 4-0-3; 0=-3? +4.3-3. Найдем уравнения касательных. Подстав- 

ляя в уравнение касательной 

У- Л (хо) = Г'(хоХх — хо) 

сначала x,=0, /(х,)=-3Зи /”(х.)= =-2х,+4=4,азатем x,=3, f(x,)=0 

и Г’(х.)=-2 , получаем у=4х-3З и у=-2х+6. Находим точку пересечения 

касательных: 
ф =4х-3, 2 |. = 3/2, 

у=-2х + 6, y=3. 

Найдем площадь полученной фигуры (рис. 5 
3/2 

S= Jiax- 3)—(—x? +4х-3)] dx + rave (-х2 +4х-3)] dx = 
” 

3/2 
= fx Dare [oe 3dx -2-| 30 = 

0 3/2 3 3/2 

3.6. 5=2+л3/6. 

Решение. Заметив, что х=0 и х=л — корни функции у=х? —лх, и 

построив графики данных линий — синусоиду и параболу (рис. 106), находим 
площадь 5 заданной фигуры: 

$'= [шх-(х? - my] dx = [(sinx-x? +2) dx = 
0 0 

3 277 3 3 3 
= —cosx -—— 4+ = = 1-242 —(-1) =2+7 

3 2], 3 2 6 

3.7. 5 =11/2 

VA 

Wyant 

Ace 

N\ 
x=1 

y=0 
> 

О | Xx 

Puc. 106 Puc. 107 
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х+1 прих Е[0; +0), 
Решение. Так как у=|х|+1= 

—х+1 прих Е(-о, 0), 

то, разбивая данную фигуру на две части (рис. 107), найдем площадь: 
0 (= ) 1 

+| —+х 
2 \2 

=[0-(-(-2)"/2+ (21+ 10/2+)-0]==- 
0 

0 1 2 

S= |< +1) 4х+ |+ = ==) 

29 
3.8. Г=—л. 

3 

Решение. Данный шаровой слой можно представить как тело, полученное 

вращением криволинейной трапеции, которое ограничено линиями y = \16 ~x’, 

x=2, x=3 и осью Ox, вокруг оси Ох (рис. 108). Поэтому, согласно формуле 
b 

И = л [у?(х) dx» для объема V этого шарового слоя имеем 

а 

3. х3 3 
y =2 {06-x?)ax=a] 165-2] =—л. 

2 
2 

3.9. У =: —@в- H). 

Решение. Шаровой сегмент (см. рис. 100) можно рассматривать как тело, 
полученное в результате вращения криволинейной трапеции, образованной дугой 

окружности у= ®-х’, прямыми х=-А и х=-А+Н иосью Ox, вокруг 

b 

оси Ox (рис. 109). Поэтому, согласно формуле V = 7 | У2( x)dx , где Г — объем 

а 

тела, полученного в результате вращения криволинейной трапеции 0 < у < f(x), 

oa =? op > =" > 

и
 

~
 
<
 

. 
` 

` 
\ 

` 
\ 

w
a
e
 

J
 

„
=
=
“
 

o
o
 

` Рис. 108 Рис. 109 
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а <х < b, вокруг оси Ох, объем шарового сегмента можно найти так: 

-R+H x —А+Н 2 

V=n [< - x?) dx == ®к-* | = 3 (З3®-Н). 
-R -R 

Замечание. Формулу объема шарового сегмента можно получить из 
формулы объема шарового слоя: 

b 

V = 1 |(R -x?) dx , 

если устремить a к- К. 

3.10. У=2л?Н/З. 
Решение. Объем шарового сектора YA 

можно получить, сложив объемы шарового | 

сегмента (см. задачу 3.9) и объема конуса 1777 |7 

(1/3)2| АВР |ОВ| (рис. 110), получаем, что 

| AB| =V Е? -(-В+Н) =V2RH - H? : 
|OB|=R-H. Таким образом, для объема 

шарового сектора 
2 „_яН®ЗВ-Н), 

3 
2 

+ 3. n(QRH- HW? R- Hae 
3 3 Puc. 110 

3.11. a) S=4/3;6) И=л/2. 

Решение. a) Ось абсцисс является осью данных парабол. Очевидно, из урав- 

нений парабол гюлучаем, что для первой из них Зу2 =1-х 2 0, поэтому x < 1; ана- 

логично, для второй параболы имеем х < 0. Найдем дополнительно несколько точек 

графиков и построим их (рис. 111, а). Отразим симметрично полученные графики 
2 

относительно прямой у = x . Мы получили графики функций у = 1-3х? иу=-2х 

(рис. 111, 6). Из уравнения 1 - 3x? = -2x’ найдем абсциссы точек пересечения полу- 

ченных графиков: х = +1. Воспользовавшись симметрией парабол относительно оси 
Оу, найдем площадь S искомой фигуры (она равна площади фигуры, изображенной на 
рис. 111, 6, симметричной ей относительно прямой у=х): 

1 1 371 

S= [ld -3x?)-(-2x?)J dx =2 1-2) dx -2|s-2 | 4. 
0 -1 0 3 

6) Найдем абсциссу точек пересечения данных графиков (см. рис. 111, а) из 

. |х=1-3у2, .. 
системы уравнений имеем x = —2. Объем искомого тела можно най- 

х =-2у?, 
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Рис. 111 

ти как разность объемов тел, полученных в результате вращения вокруг оси Ох 
двух криволинейных трапеций. Первая из трапеций образована частью параболы 

х=1-3 у? ‚ расположенной над осью Ох, уравнением этого куска у = Va _ х)/ 3, 

а также прямыми х=-2, x =1 иосью Ox. Вторая ‘трапеция образована парабо- 

now y= —x/2 , прямыми x =-2, x=0 иосью Ox. Находим объем: 

1 ] 0 2)! 210 т 

y =| (3) «- [(-)&|-*(=-=] +2] |-5. 
3 2 3 6/1, 4|_,| 2 

-2 -2 

3.12.a) S=1;6) /=л?/4. 

Решение. a) Поскольку соз’(х/2) —зш"(х/2) = созх, данная фигура — 

криволинейная трапеция, ограниченная линиями y=cosx, y=0, x=0, х=л/2 

(рис. 112). Найдем ее площадь: 
n/2 

S= [cosx dx = 51152 =1. 
0 

y A 6) Вычислим объем тела вращения: 

х=0. y=cosx x=n/2 [2 , т cos2x 

Г=л | cos’ x dx = = 
1 

0 0 
п/2 1 л/2 

-0 =л | +— [cos2x dx 
ye 2lo 23 

O д /2 х Для нахождения последнего интеграла 

можно сделать замену переменной по фор- 

Рис. 112 муле х={/2. Тогда 
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n/2 ] 

Joos2x dx = Jose = 7 sint =0. 
0 

3.13. L= = (оо -1). 
27 

b 

Решение. Воспользуемся формулой L= м +(y’)? dx, где L — длина 
a 

3 | 9 
дуги кривой y= f(x), a < x < b. Tak как ухи, то 1+ (и = 1+ . 

Длина дуги 
4 

L=[J1+9x/4 dx. 
0 

После замены 1 + 9 4=Е,т.е. х = (4 -1)/9 ‚ получаем 

“le a= fer ar -4 ^ = (ovi0-i). 
9 27 9 3/2 | 

= 2ev8 _ An iy" 1 3.14.2) $= 56) V=——38) S=— (e+ “3 

Решение. а) Данная фигура заштрихована на рис. 113, a. Она ограничена 

сверху параболой y= vx . Найдем площадь фигуры: 

5= Мах _ 58 _ 2а\а_ 
5 3/2 |, 3 

6) Находим объем тела вращения 7: 

y =x (а = | = 
0 0 

з
у
 

Рис. 113 
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в) Пусть b> 0. Найдем сначала площадь 5, поверхности, полученной в ре- 

зультате вращения криволинейной трапеции, ограниченной параболой у= Vx ‚ 

1 
прямыми x=b, х=а, y=0 (рис. 113, 6). Так как у’=— =, To 1+ (у’) = 

2-/х 

b 
= J1+1/4x . Согласно формуле S = 2x и + “x)) dx, где 5 — площадь 

поверхности тела, полученного в результате вращения криволинейной трапеции 

О<у< f(x),a <x < b, вокруг оси Ох, площадь рассматриваемой поверхности 

5, можно найти так: 

Устремив теперь В к 0, получим 
3/2 

S _ 40 (a +4) _i 
3 4 8 

3.15 Rsina ® Ус.= 

Решение. Дуга симметрична относительно радиуса, проходящего через 
его середину, поэтому центр тяжести лежит на этом радиусе. Введем систему 
координат, как показано на рис. 114. Пусть дуга вращается вокруг оси Ох. При 
этом дуга опишет поверхность шарового пояса (см. пример 10, § 4), ее площадь 

равна 27RH ‚ где Н — высота пояса, равная в данном случае длине хорды, стяги- 

у
 

Рис. 114 Рис. 115 
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вающей данную дугу; очевидно, Н =2Азша. Так как длина данной дуги равна 

2 Ка , то, обозначив ординату центра тяжести через ус, в силу первой теоремы 

Гульдена, получим 

4nR? sina =2лус-2Ва , откуда yo =n. 

Замечание. M4 полученного ответа следует, что центр тяжести полуок- 

ружности у=\/ Е? —x? находится в точке (0; 2R/x). 

2R sina 3.16. yo= | 

Решение. Введем систему координат, как показано на рис. 115. 
В силу симметрии сектора относительно оси Оу, центр тяжести лежит на 

этой оси. Воспользуемся для решения задачи второй теоремой Гульдена. Найдем 

сначала объем тела, полученного в результате вращения данного сектора вокруг 

оси Ох. Уравнение дуги сектора у= VR’ — x’ ; абсциссы ее концов, очевидно, 

равны +А sina , а ординаты концов равны К с0$а . Объем искомого тела будем 

искать как разность объемов шарового слоя, образованного в результате враще- 

ния криволинейной трапеции, ограниченной дугой у= VR _ x? ‚ прямыми 

x=+Rsina и осью Ox, и объемов двух одинаковых конусов, полученных при 

вращении концевых радиусов поте (рис. 115) 
Rsina Rsing 

Van |(R?-x?)dx -2. 571 4B) |O4|=20 Jor ~x?)dx - 
-Rsina 

3 Rsina R 
4 

-Zat? cota Rsina=2n|Rx-= | _ 2a на 37 сша. 

0 

Так как площадь данного сектора равна R’a, то, обозначив ординату центра тя- 

жести через Ус , в силу второй теоремы Гульдена, получим 

2Rsina 

3a 
Замечание. Из полученного ответа следует, что центр тяжести полукруга 

0<y< УЕ” —х? находится в точке (0;4К/(3л)). 

3.17. а) V = 4n7 ; 6) S = 8x". 
Решение. а) Воспользуемся второй теоремой Гульдена. Площадь данного 

круга равна JU, центр его тяжести — точка (2; 0) — описывает при вращении OK- 

4 
yk sina = R’a-2nyc, откуда ус = 

ружность длины 4л , поэтому объем тора V =л-4л = 4л?. 
6) Воспользуемся первой теоремой Гульдена. Найдем сначала площадь 5, по- 

верхности, образованной вращением «правой» полуокружности х = 2+4/1- у? вокруг 

оси Оу (рис. 116). Так как длина этой полуокружности равна JT , а ее центр тяжести 
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= 

i + = г 

25
 

> ea = = = > 

( ‘ -Н/2] H/2 _ 
—3\ -2 „О 1 3 x O x 

-R 

- Рис. 116 Рис. 117 

— точка (2+2/л; 0) — описывает окружность длины 2л(2+2/л) (рис. 116), то 

площадь 

я-я-2я (2+2) =4л(л+]. 

Аналогично находим площадь 5. поверхности, образованной вращением «левой» 

полуокружности (ее центр тяжести — точка (2 — 2/ м; 0): 5, =4л(л -1). Таким 

образом, площадь поверхности заданного тора 

5=5,+5.=8л?. 

3.18. Золота добавлять не придется. 
b 

Решение. Найдем объем колечка. По формуле И =n [y?(x) dx , rue V — 

a 

объем тела, полученного в результате вращения криволинейной трапеции 0 < у< f(x), 

а <х < Ь, вокруг оси Ох, найдем искомый объем У как разность объемов тела, 

образованного вращением криволинейной трапеции 0 < у < СЕ? + Н? /4)-x? , 

-H/2 €x< H/2 ‚ и цилиндра, образованного вращением прямой y= К вокруг 

оси Ох (рис. 117). Итак, 
H/2 H/2 

H2 H/2 H2 

V=n (e+) dx -л [R? dx =2л [ах 
4 НР 4 

~H/2 0 

H/2 
[= я Р aH 

=2л| —х-— = . 
4 3 6 

Таким образом, объем колечка He зависит OT радиуса R, а зависит только OT BBICO- 
ты Я, поэтому ювелиру не придется добавлять золота. 

1 См. замечание к задаче 3.15. 
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